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INTRODUÇÃO 


Caro leitor, o Projeto Newton visa atender aos alunos de 
Cálculo Ie II da Universidade Federal do Pará (UFPA), principalmente 
do Instituto Tecnológico, oferecendo uma ampla gama de recursos e 
apoio aos estudantes. As aulas são presenciais em um auditório e 
salas remotas que comportam 400 alunos, filmadas no auditório e 
transmitidas as salas remotas e também pela internet através do 
Portal da UFPA. Estas aulas são editadas e disponibilidades no 
Repositório da UFPA no endereço http://www .multimidia.ufpa.br. 


Oferecemos um sistema de tutoria presencial diário além de 
apoio pelo Ambiente Virtual de Aprendizagem - Moodle no endereço 
http://www.aedmoodle.ufpa.br /mod. Listas semanais de exercícios 
são dispostas aos alunos, que devem ser devolvidas e corrigidas pelo 
sistema de tutoria. A resolução dos exercícios da lista é divulgada aos 
estudantes depois da entrega. 


Este livro é um caderno dos exercícios semanais de Cálculo II 
propostos no segundo semestre de 2014 e no primeiro semestre de 2015. 
Além dos exercícios e suas soluções, apresenta sugestões para as 
resoluções das questões e descreve os métodos matemáticos usados 
nestas resoluções. Tem como principal objetivo ser um guia de estudos 
para os alunos do Projeto Newton e qualquer aluno interessado em 
Cálculo. 


Agradecemos a equipe de monitores do ano de 2015 que leram, 
comentaram, diagramaram e colaboraram na edição deste livro. A todos 
nossos sinceros agradecimentos. 


Os autores 
Dezembro de 2015 
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Tópicos aBordados nos exercícios. 


* O Espaço R” e suas propriedades; 

* Domínio, imagem e gráfico de funções vetoriais; 
* Limite e continuidade de funções vetoriais; 

* Derivada de funções vetoriais; 


* Integral de funções vetoriais. 





Conteúdos essenciais para resolução dos 
exercícios. 


e Geometria Analítica; 
* Limite e continuidade de funções de uma variável; 
* Derivação de funções de uma variável; 


* Integração de funções de uma variável. 


EEE Métod USE Técni cas 


* Efetua-se os cálculos por componente em cada um dos se- 
guintes exercícios, utilizando as regras imediatas de limite, 


derivação e integração. 


Exercícios 1.8, 1.11, 1.25 





* No seguinte exercício utilizam-se as regras básicas de inte- 


gração para resolver uma equação diferencial. 


Exercício 1.9 





—s Enunciado dos Exercioi Os 


Complete os quadrados para obter a equação canônica da 
esfera 
DR DR = 
x +y +77 -2x+6y+872+1=0. 


Determine o centro e o raio. 


Descreva o sólido que satisfaz a condição 


Cy RO 


Faça o que se pede: 


(a) Determine o comprimento dos lados do triângulo de vérti- 
cesA=(],-3,-2),B=0,-1L)eC=(-1,1,2): 


(b) Represente os vértices do triângulo num sistema de coor- 


denadas tridimensional; 


(c) Este triângulo é retângulo, isósceles ou nenhum dos dois? 


Faça o que se pede: 


(a) Enuncie a definição de vetores paralelos; 

(b) Represente graficamente vetores paralelos no plano; 

(c) Dê exemplo de um vetor paralelo ao vetor w = (—6,8, 2); 
(d) Dê exemplo de um vetor que não é paralelo ao vetor w = 


OG) 


Determine se as afirmações abaixo são verdadeiras ou fal- 
sas. Para o caso falso, explique ou dê um contra-exemplo. 


(a) E possível achar o produto vetorial de dois vetores num 
sistema de coordenadas bidimensional; 


(b) Seiz0euixv=uúx w então v =v. 








Calcule a área do paralelogramo que tem os vetores ú = 
(3,2,-1) e v = (1,2,3) como lados adjacentes. 


Calcule o volume do paralelepípedo determinado pelos 
vetores à = (1,3,1),vV = (0,6,6) e w = (-4,0,-4). 


Faça o que se pede: 
(a) Calcule lim ?(t) Pt) = ti + e e 
alcule lim 7 (t) com r(t) = —— — k; 
E =» é 2-2" t 


(b) Determine o(s) intervalo(s) dos pontos de continuidade da 
função vetorial P(t) = VEi+ VI j. 


> 


d > > = 
Determine 7(t) sabendo que o =tis4fj-tke 
(0) = j. 


Esboce o gráfico da curva r(t) = (12,12), t E R. Indique 
com setas a direção de crescimento do parâmetro t. 


Sejam r(t) = (t,2sen(t),2cos(t)) e u(t) = 
l 
[7 2sen(t), 2 cos(t) | para t > O. Usando as propriedades de 


derivada, calcule: 


d 
(a) RR) «u(t)]. 


(6) Str(o) x un) 


Determine se as afirmações abaixo são verdadeiras ou 
falsas. Em qualquer um dos casos, explique. Se a afirmação for 
falsa explique ou dê um contra-exemplo. 


d 
(a) Se r(t) - r(t) é constante então r - = = (0). 


(b) ro = Ih (oII. 


0000 


0000 


0000 


0000 


0000 


(a) Qual a relação entre o vetor tangente unitário e a orientação 
da curva? Explique. 


(b) Determine o vetor tangente unitário à curva representada 
por 
r(t) = e cos(ti + e'j 


no ponto t = 0. 


(a) Defina a função comprimento de arco de uma curva espa- 


cial. Calcule a sua derivada; 


(b) Explique como podemos parametrizar uma curva com re- 


lação ao comprimento de arco. Dê um exemplo. 


Faça o que se pede: 


(a) Determine o vetor tangente unitário T (1) e as equações 
paramétricas da reta tangente à hélice dada por r(t) = 

. . mM 
2cos(t)i+2 sen(t) ) +t k no ponto correspondente a t = z 


(b) Faça um esboço da reta tangente à hélice do item (a); 


(c) Calcule o comprimento de uma volta da hélice dada no item 


(a). 


Encontre todos os q E R tais que os vetores u = 2ai-2j-—k 
ev =2ai+3wj — 2k são perpendiculares. 


Suponha que os átomos de hidrogênio de uma molécula 
de metano (CH4) estão localizados nos pontos (0, 0,0), (0, 1,1), 
(1,0, 1) e (1,1,0) enquanto o átomo de carbono está localizado 
em (5 5, o). Encontre o cosseno do ângulo entre dois raios ambos 
com origem no átomo de carbono e passando cada um por um 


átomo de hidrogênio. 


0000 


0000 


0000 


0000 


0000 


0000 


0000 


0000 


0000 


0000 


Qual a equação da esfera tal que um de seus diâmetros 
tem como pontos extremos A = (1,3,-2) e B = (-1,0,4)? 


Três vértices de um paralelogramo são A = (1,3,2), B = 
(3,5,7) e C = (2,-1,0). Calcule a área do paralelogramo. 


Suponha que u, v € R? são vetores de comprimento 22 
elju-—vl| = 242 (comprimento ou norma de u — v). Calcule a 


norma de u + v e o ângulo entre u e v. 


Encontre a equação linear do plano que contém a cir- 


cunferência de interseção das esferas 2? +) +72 =9e 


x +y4+7º-8y+10724+25=0. 


Encontre a equação da reta s que passa pelo centro da 
esferax? +y? +72 -6x-4y+87+4=0eé paralela a reta r de 
equaçãor :=(-2MH -7,t+4,3% -8)tER. 


Encontre o ângulo entre os planos w e y, cujas equações 


são dadas respectivamente por2x+2y—-z =0e x+y—57-3 = 0. 


As posições de duas partículas 4 e B são dadas respecti- 


vamente pelas curvas r e s onde: 


nú) = (V1+2,1) 
D) 2! 
sf) = [5 5+9) 


Encontre os pontos nos quais as trajetórias se intersectam e os 


valores de t para os quais as partículas colidem. 


Encontre o limite da curva y(t) = 
(Vi cos(1), vtsen(t), ot) quando t > 0*. 


t 





Calcule o comprimento da curva y(t) = (cos? (t), sen? (t)) 
para t variando de O a 27. 


Encontre os pontos onde a reta tangente à curva y(t) = 
(cos?(t), sen? (t)) em t = 7/4 intercepta os eixos x e ). 


Encontre o ângulo entre as curvas 


Vu = (LD) 


vs) =(8,1-s,2-s") 


no ponto de interseção das mesmas. 


Encontre uma curva y : R > Rº com y(0) = (5,0) tal 
que y(t).y'(t) = O para todo t E R. 
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c e np sa 
Sugestoes 


Agrupe os termos de mesma variável e some 
ou subtraia para fechar o trinômio quadrado per- 
feito. 


Lembre-se da equação geral da esfera. 


Lembre-se que a distância entre os pontos 
A = (a1,42,43) e B = (by, bo», b3) é dado por 


das = (ai — bo)? + (ao — bo)2 + (as — ba)2. 


Lembre-se que vetores paralelos são múlti- 
plos entre si. 


Lembre-se que o resultado do produto veto- 
rial é um vetor perpendicular aos outros dois e que 
o produto vetorial entre vetores paralelos é igual 


ao vetor nulo. 


Utilize produto vetorial entre os vetores da- 
dos. 


Utilize produto misto entre vetores. 


1 


Aplique o limite em cada componente 
e lembre-se que uma curva é contínua na in- 
tersecção dos domínios das funções compo- 


nentes. 


Encontre a família de primitivas de 
cada componente e utilize a condição inicial. 


Encontre uma relação entre x e y a 
partir de t para esboçar o gráfico da curva no 
plano xy. 


Lembre-se que 


<tr() “u()] = r(t) - e + ç «u(t). 


e que 


E tr(o) x u(1)] = r(t) x a E S x u(1). 


Seja r(t) = (a(t), ..., 2(1)), definimos 
r(DI| = vla(D)P +... + [z(1)]. Lembre 
também que a derivada de uma constante é 


nula. 


Lembre-se da representação geomé- 
trica do vetor tangente à uma curva e que 
y 


T(p) = 2. 

Hr(p) || 

Seja r(t) uma curva e s(t) a função 
comprimento de arco. Para parametrizarmos 
r(t) com relação ao comprimento de arco s, 
devemos ser capazes de escrever t = t(s) (o 
parâmetro t como função do parâmetro s). 
Depois, a curva pode ser reparametrizada em 
termos do parâmetro s pela substituição r = 


r(t(s)). 


Lembre-se que para encontrar as 
equações paramétricas da reta tangente deve- 
se achar o vetor diretor (vetor tangente) e um 
ponto pelo qual a reta passa (ponto de tan- 
gência). 


Lembre-se que vetores perpendicula- 
res têm produto interno igual a zero. 


Lembre-se que o cosseno do ângulo 
entre dois vetores está relacionado ao produto 


interno e a norma dos mesmos. 


Utilize o cálculo da distância entre 
pontos para encontrar o raio e o centro da 
esfera. 


Sabe-se que a área do paralelogramo é 
a norma do produto vetorial entre dois vetores 
que definem seus lados adjacentes. 
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Lembre-se que || v 2 = v- ve utilize 
este fato nos casos da norma da soma e da 
diferença. 


Substitua x? + y? + z? = 9 na segunda 
equação. 


Encontre o centro da esfera e lembre- 
se que retas paralelas tem o mesmo vetor di- 


retor. 


Lembre-se que o ângulo entre os ve- 
tores normais aos planos é igual ao ângulo 
entre os planos. 


Iguale as componentes das curvas e 
obtenha funções de uma variável. Atente para 
o valor positivo ou negativo do(s) ponto(s) de 
colisão encontrado(s). 


Calcule o limite de cada componente. 


Analise a função modular no intervalo 
de integração. 


Lembre-se que, se a reta intercpta o 


eixo y, então x = 0 e vice-versa. 


Use os vetores tangentes à cada curva 
no ponto de interseção para encontrar o ân- 
gulo entre elas. 


Lembre-se da relação entre o vetor 
posição e o vetor tângente da circunferência. 


—— Qespostas 


Complete os quadrados para obter a equação canônica da esfera 
ty po =D rover l=0 


Determine o centro e o raio. 


Solução: completando os quadrados 


x +y 47 -Dr4+6y+82+1 = 0 
x -2x+1+92+67+32-324+272+82+442-42 = 0 
(x-1D2+(y+32+(2+4) = 5? 


dessa forma o centro da esfera é o ponto (1, —3, —4) e raio 5. 


1! Descreva o sólido que satisfaz a condição 


mn 0. 


Solução: podemos reescrever a equação acima da seguinte forma 
E De Ee 
que representa uma esfera maciça de raio 6 e centro na origem. 


Faça o que se pede: 
(a) Determine o comprimento dos lados do triângulo de vértices A = (1,-3,-2),B = (5,-1,2) e 
C=(1,1,2); 


Solução: Os comprimentos dos lados são dados pelas distâncias entre os pontos A, Be C, 


V16+4+ 16 
= 36 
="6 


dac = VU = (=P ( = (2-2 
= V4+16+16 
= 6 


daB 
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dec = 5-COP+CI-Di+R-? 
= 436+4+0 
= 40 
= 210 


(b) Represente os vértices do triângulo num sistema de coordenadas tridimensional; 


Solução: 





(c) Este triângulo é retângulo, isósceles ou nenhum dos dois? 


Solução: Não é um triângulo retângulo, pois essas medidas não satisfazem o teorema de 
Pitágoras. É um triângulo isósceles, pois tem dois lados de mesma medida. 


EE Faça o que se pede: 


(a) Enuncie a definição de vetores paralelos; 
Solução: dois vetores ii e v são paralelos se eles tem a mesma direção, equivalentemente,se 
existe q E R* tal que 
av. 
(b) Represente graficamente vetores paralelos no plano; 


Solução: 
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(c) Dê exemplo de um vetor paralelo ao vetor w = (—6,8, 2); 


Solução: Basta tomar q E R* que o vetor i = aw será paralelo ao vetor w, dessa forma, seja 


q 

aw 
2(-6,8,2) 
(—12, 16,4) 


Sy 
II II 


(d) Dê exemplo de um vetor que não é paralelo ao vetor w = (—6,8, 2). 


Solução: Dado um vetor que não é paralelo ao vetor 1, se não existir uma constante a e R*, 


tal que 
aw =U, 


dizemos que os vetores w e ui não são paralelos, dessa forma, basta anular uma das coordenadas 


de w, assim, seja 
R=(08,2). 


5 Determine se as afirmações abaixo são verdadeiras ou falsas. Para o caso falso, explique 


ou dê um contra-exemplo. 
(a) E possível achar o produto vetorial de dois vetores num sistema de coordenadas bidimensional; 
Solução: Não, pois se tomarmos dois vetores ú e v que não sejam paralelos, teremos 
UxV=Ww 
onde w é ortogonal a ui e v simultaneamente, logo w não está no plano que contém tí e v. 
(b) Seiz0euxv=uxw então v =v. 
Solução: Falso, pois dados três vetores ii, v e w não nulos e paralelos teremos que 
ixv=ixw=0 


mas podemos ter 


“l 
H 
s 


por exemplo, sejam 
R=Mlbwm=220)er=(339) 


como 
Ww=27ev= 3 
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temos que 


mas 


1.6. Calcule a área do paralelogramo que tem os vetores ú = (3,2,-1) e v = (1,2,3) como 
lados adjacentes. 


Solução: Lembremos inicialmente que dados dois vetores ui e v, não nulos, a área do paralelepí- 
pedo determinado por ú e v é dado pelo módulo do produto vetorial. 


E Sr uk 

EXP = [52 =] 
e 

= (8, —10,4), 


= 644 100+ 16 
= 180 
= 645 


Calcule o volume do paralelepípedo determinado pelos vetores ú = (1,3,1), v = (0,6,6) 
ew=(-4,0,-4). 


Solução: Lembremos que o volume do paralelepípedo determinado pelos vetores ú, Ve w é o 
módulo do produto misto: 


V=lá(yxw) 


dessa forma, calculemos inicialmente 


E ek 
Vxw = 0 6 6 
E Es 

= (-24,-24,24), 


16 


assim, 


|!) Faça o que se pede: 


(a) Calcule lim F(t) com P(t) = ti + : 
t> -— 


Solução: 


li > 
dn) 





(x W)| 
(1,3, 1).(-24, —24, 24)| 
|-24-72 +24] 
en 
pe - 1 o 
+—k; 
ds 
lim [ti + di e 
Ro RE t 
> E » > pa 
lim o og 
= t(t— 2) í 
o papo lo 
tm (174 27 + 2ã] 
t52 IA tí 


—> — | 
2 +2j+—k. 
l J 2 


(b) Determine o(s) intervalo(s) dos pontos de continuidade da função vetorial ?(t) = nt E + 


Rene 


Solução: Notemos inicialmente que a função f(t) = Vt tem como domínio o conjunto 


Aj=xEeR;x>0, 


e a função g(t) = Vt — 1 tem como domínio o conjunto 


A =xERix>I, 


nesses conjuntos as funções f e g são contínuas, dessa forma, o conjunto onde a função vetorial 


F é contínua é dado por 


A=A,NA=xeR;x>I, 


> d ne - Fa = 
515) Determine 7(t) sabendo que E =Pis4bj-t kero) =j. 


1 


dr 
Solução: Sabendo que 7(t) = [ E Segue que: 


e Pdt k 


a 


Como F(0) = j, temos 


Logo, 


P(t) 


[1] Esboce o gráfico da curva r(t) = (12,12), t E R. Indique com setas a direção de 


crescimento do parâmetro t. 


Solução: Observe que x =? e y = ??. Logo, t = x!2 


curva podemos observar o crescimento do parâmetro t. De fato, 


3 


E 
— ff aa 
J=3 


Qu os 
a 
E 

3 

PS A 

= i+f j- 
quis] 


wo] GS 


envi= (ey 
da curva r(t) coincide com o gráfico da função y = x?2. Além disso, calculando alguns pontos da 


Re 





t 


-2 


-1 


0 


l 


2 





r(t) 








(-8,4) 





(o 





(0,0) 





(1,1) 





(8,4) 





Para traçar o gráfico da função y = x 


(estudo da variação de função). Assim, 





2/3 
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, você pode usar os seus conhecimentos de Cálculo I 


= x23. Assim, a imagem 








| 
Sejam r(t) = (t, 2sen(t),2 cos(t)) e u(t) = [+ 2sen(t), 2cos(n) para t > 0. Usando as 


propriedades de derivada, calcule: 
(a) “ tr(o) u(t)] 
dt . 


Solução: Sabemos que a derivada do produto escalar é dada por 


d du dr 
bio, «u(1)] =r(t)- EN -u(t). 
Calculando as derivadas obtemos 
1 
ç = (1,2 cos(t), —-2sen(t)); a = [== 2 cos(t), “2sen(o) E 
Assim, 
du 1 
r(t) - En = (t,2sen(t), 2 cos(t)) - -» 2 cos(t), —2sen(t) 
1 
= E: + 4sen(t) cos(t) — 4 cos(t)sen(t) 
= EA l . 
= ” 
dr 1 
Eri u(t) = (1,2cos(t), —2sen(t)) - [7 2sen(t), 2 cos(n) 
1 
= a + 4sen(t) cos(t) — 4 cos(t)sen(t) 
o 
ni 
Portanto, 


d do al 
seo u(t)] = Te E F = (0) 


(b) Slr(o) x u(t)). 


Solução: Sabemos que a derivada do produto vetorial é dada por 


d du dr 
ato x u(t)] = r(t) x Ha + E x u(t); 
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Daí, 


























i j k 
r(t) x du = t 2sen(t) 2 cos(t) 
d 
Ê a 2cos(t) —2sen(t) 
tí 
= —4i+ | + 21sen(o) + [er cos(t) + e ) k 
i j k 
dr xu(t) = 1 2cos(t) -—2sen(t) 
d 
, : 2sen(t) 2cos(t) 
= 4i+ (Ho — 2cos(n)j + [esen(o — icon) ] k. 
Portanto, 
Slr(D) eu(r)] = eo + 2tsen(t) — = — 2 cos(t) | j+ 
21 cos(1) + e + 2sen(t) - 2 O) k 


|») Determine se as afirmações abaixo são verdadeiras ou falsas. Em qualquer um dos casos, 
explique. Se for falsa explique ou dê um contra-exemplo. 





d 
(a) Se r(t) - r(t) é constante então r - — = 0. 


Solução: Verdadeira. Como r(t) - r(t) = c, derivando em relação a t e fazendo o uso da 
propriedade de derivada para produto escalar, obtemos 


d dr dr dr dr 
— . = — —— — 2 e .— =0. 
E? (r-r)=r(t) Al + E? r(t) r al 0sr ai 0 


(b) iron = Ir" (6) 1. 


Solução: Falso. Considere r(t) = (cos(t), sen(t), 1). Então, 


Esc a CFO =. 
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Entretanto, 


E = (—sen(t), cos(t), 0); 





| = (-sen(t))2 +cos(t)2 +0=1. 
d dr 
Logo, ag ECO so | 


ENE 
(a) Qual a relação entre o vetor tangente unitário e a orientação da curva? Explique. 
Solução: O sentido do vetor tangente unitário depende da orientação da curva ou a orientação 
da curva determina o sentido do vetor tangente unitário. 
(b) Determine o vetor tangente unitário à curva representada por 
r(t) = e cos(ni + e'j 
no ponto t = 0. 
r(0) 
Hr" (0)|] 


r() = (e cos(t) — e'sen(b)i + e! j: 


Ir (Il = eZ(cos(t) — sen(1))? + eZ. 


Assim, r(0) = (1,1) e |lr(0)|| = 2. Portanto, o vetor tangente unitário é dado por 
1 
V2 


Solução: Precisamos determinar o vetor T(0) = . Notemos inicialmente que 


Ro =) 





(a) Defina a função comprimento de arco de uma curva espacial. Calcule a sua derivada; 


Solução: Suponha que € seja uma curva dada pela função vetorial 
rOD=f0i+gDJ+hDk, a<t<b, 


com r'(t) contínua e C percorrida exatamente uma vez à medida que t aumenta de a para b. 


Definimos a função comprimento de arco por 


Ea E / = Ê dx é dy É 
= [ Ir Goldo = [ (5) (2) E 


com x = f(t), y=g(t) e z = h(t). Pelo Teorema fundamental do Cálculo tem-se 


- E SU roda) = hr (9). 


21 


(b) Explique como podemos parametrizar uma curva com relação ao comprimento de arco. Dê 


um exemplo. 


Solução: Considere o Exemplo 2 dado na página 769 do livro texto: seja a hélice circular 
r(t) = cos(t)i + sen(t)j + tk. 


Logo, 
r(t) = -sen(t)i+cos(Dj +k; 
st) = rm] = «/sen(t)? + cos()2 + 1 = V2; 
t t 
s(D) = ii lr") | du = | V2 du = V2 1. 
0 0 


s 
Portanto, s = V21>t= FG A reparametrização é dada por 


r(t(s)) = cos [=| i+ sen (=)! + pk 





Faça o que se pede: 


(a) Determine o vetor tangente unitário T() cas equações paramétricas da reta tangente à hélice 
é : n 
dada por r(t) = 2 cos(t)i + 2 sen(t) j + t k no ponto correspondente a t = a 


Solução: Sabemos que o vetor tangente unitário é dado por: 





> r'(t) 
TG) = 5 
O = Troll 
como, 
r(t) = —2sen(t)i + 2 cos(D)j + k 
r'(D)I| = /4sen(t)2 +4 cos(t)2 + 1 = 5, 
segue que 


Tp) = Ro — 2sen(1)i + 2 cos(Nj +). 


Para determinar as equações paramétricas da reta tangente à hélice no ponto (x1, 1,71) = 


Ê (5). ou seja, na direção do vetor (a, b, c) = Tl (5 , precisamos calcular 


9) er(8) 


2, 


Assim, 


Il 
ZE 
S 
S 
EIA 
Rad 


l 
E 
S 
S 
- 


Portanto, 


xi+ar = V2-v27 
y+bt = V2+v27 
x 


OE Grroo = E 


(b) Faça um esboço da reta tangente à hélice do item (a); 


Solução: 





(c) Calcule o comprimento de uma volta da hélice dada no item (a). 


Solução: Sabemos que o comprimento de arco em [a, b] é dado por 


b 
ei Ihr'Co)lldt. 


Para uma volta da hélice temos O < 1 < 27,e logo, 


27 
e 5 dt = 2745. 
0 


2 


[15 Encontre todos os a € R tais que os vetores u = 2ai -2j - ke v = 2ai + 30j — 2k são 
perpendiculares. 


Solução: ulv & u-v = 0. Então, deu = Q0,-2,-1) ev = Q0,3a,-2), temos uv = 
42º -60+2=0. Assim,20º -30+1=0> 


o 2eNg=40201 
= 4 

E 3+1 

4 


1 
Poco ca on 





| 5) Suponhaque os átomos de hidrogênio de uma molécula de metano (C H4) estão localizados 
em (0,0,0), (0, 1,1), (1,0,1) e (1,0,1) enquanto o átomo de carbono está localizado em (5 > 5). 
Encontre o cosseno do ângulo entre dois raios com vértice no átomo de carbono e vértices nos átomos 


de hidrogênio. 


Solução: Sejam O = (0,0,0), P = (0,1,1),0 = (1,0,1),R = (1,1,0) e C = (5,5,5). Observe 
que o tetaedro OPQR é regular, pois seus lados são todos diagonais de quadrados unitários e, 
portanto, medem V2. Verifique ainda que CP = CO = CR. Então, basta calcular o da entre 
quaisquer dois destes três vetores CP, Co, CR. Seu=CPev= CR, então u = (5,5 5) e 
p= (5 5-5). Assim, 


uv 


Il Iv olh, 


cos 0 


Bim 
BI— 


: 


| 
dá 
Já 


Qual a equação da esfera tal que um de seus diâmetros tem como pontos extremos 
A=(1,3,-DeB=(-1,0,4)? 


Solução: Considere os vetores OA = (1,3,-2) e OB = (—1,0,4). O vetor OC = ao é tal 


que C é o ponto médio do segmemto AB. Portanto, C = Lat l0s) .. = (0,5 á 1) é o centro da 
esfera. 
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= 


AB 
Ser é o raio da esfera, então r = o Assim, 





Coco: 





à 
o V4+9+36 

E 2 

a 

o 


Z 


b 2 
cs[p-5) +e-12=(5] : 


3 é 
Logo, a equação da esfera de centro C = [o =, ) E Tiqi= z é 


ERES Três vértices de um paralelogramo são 4 = (1,3,2), B= (35) e C = (2,-1,0). 
Calcule a área do paralelogramo. 


Solução: Sejam u = ABev = AC. Então, u=(3-L5-37-D=(225)ev= 
2-1,-1-3,0-2) = (1,-4,-2). A área do paralelogramo formado por estes vetores é igual à 
norma do produto vetorial entre eles. Assim, 


A CR 
ne evo vos 
1 —-4 —2 


>uxv=-4i+5)-8k-2k+20i+4j = (16,9,-10). Portanto, a área do paralelogramo é 
igual à 


[lu x v|| = 162 +92 + 102 = 256 + 81 + 100 = V437 


2) Suponha que u, v e Rº são vetores de comprimento 242 e |lu — v|| = 242 (comprimento 





ou norma de u — v). Calcule a norma de u + v e o ângulo entre u e v. 


Solução: Considere os vetores u,v e R”. Sabemos que |jul| = Vu -u. Logo, ul? = u-u. 
Assim, 
lu+vil=(uU+v)-(u+v)=uutuvevea+vve ju +2u-v+ pvp (1) 


2 


Analogamente, tem-se que 
Iu = vI|2 = Ilul|2 — 2u + v + Iv)? (2) 


De (1) + (2) temos, 
[uu + vIÊ = 2]ulf? + 2]|vIÊ = Ju — VIP =2: (0027 +2:(2027 - 022 =24.º (3) 
Portanto, |ju + v|| = 24 = 246 . Por outro lado, de (1) — (2) temos 
u-v= (ut VIP Ie -vIP) = 5(24- VD) 4. (4) 
Como 
uv 


cos0 = —— 


Hull Ivl] 
e |lull - Ilvll= (22)? = 8 


4 
cos6 = —— 
(242)? 
: 1 
2 
, mx 
Portanto, o ângulo entre u e v é 6 = arccos (5) — 3º 





1»! Encontre a equação linear do plano que contém a circunferência de interseção das esferas 
2 +y+7=9e7)+))+22-8y+102+25=0, 


Solução: Substituindo x? + y? + z? por 9 na segunda equação, obtemos 9- 8y + 107 +25 =0> 
4y — 5z = 17 que é a equação do plano de interseção. 
Justificativa: Todo ponto que dista 9 unidades da origem (ponto na esfera de raio 3) e satisfaz 
a equação deste plano satisfará a equação da outra esfera. Observe que na equação do plano a 
variável x é livre. Isto se deve ao fato de os centros estarem contidos no plano yz, logo o plano da 


circunferência de intersecção será paralelo ao eixo Ox. 





1») Encontre a equação da reta s que passa pelo centro da esfera x2+y? +77 —-6x—4y+87+4 = O 
e é paralela a reta r de equação r := (-2t — 7,t+4,3t —- 8), t ER. 


Solução: Completando quadrados na equação da esfera, temos (x—-3)2+(y-2)2 +(z+4)7 = 52. 
Logo, seu centro é C = (3,2, -4). Reescrevendo a equação da reta r obtemos r := 1(-2,1,3) + 
(—7,4, —-8),t E R. Como as retas são parelas, possuem o mesmo vetor diretor. Logo, a equação de s 
é dada por s := 4(-2,1,3) +(3,2,-) =(-H+2,1+2,3t -4),tER. 
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1%) Encontre o ângulo entre os planos w e y, cujas equações são dadas respectivamente por 
2x+2y-z=0ex+y-572-3=0. 


Solução: Das equações dos planos, deduzimos que um vetor perpendicular a w é v = (2,2,-1) 

e, perpendicular a y, temos o vetor u = (1,1, 5). Encontrando o ângulo O entre estes dois vetores 
podemos determinar o ângulo a entre os planos. Assim, 

Wevo. 245 9 


NES A E SAS 
O meat Gas RA 


3 
ao 


3 
Portanto, 6 = arccos E 





1» As posições de duas partículas A e B são dadas respectivamente pelas curvas f e g onde: 


El) = (V1+92,1) 
2 2 
= [a 5+9) 


Encontre os pontos nos quais as trajetórias se intersectam e os valores de t para os quais as partículas 
colidem. 


Solução: As trajetórias se intersectam nos pontos com coordenadas iguais. Assim, devemos ter: 


2 
+? =4-— (5) 


2 
x 
L=4l, +Ó 6 
A (6) 
Observe que a interseção das trajetórias pode ocorrer sem ser ponto de colisão. Também t é sempre 


não negativo. De (6) temos, 


2 
P = T+6 

2 
l+? = o 
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e substituíndo em (5) 


8 
aa, = 42-2.4 sra 
aa = 6-2 + 5 

0 = no 


Assim, temos uma equação biquadrada. 


Assim, x2=720ux2=8. 

O valor x? = 72 não satisfaz (5), pois o termo esquerdo é positivo. 

O valor x? = 8 substituído em (5) implica que Vl +12 = 4- É = 3, ou seja, 1? = 8 de onde 
t = 242 (lembre que t é não negativo). Logo os pontos de interseção ocorrem em +x = t = 242. A 


trajetória de s intercepta a trajetória de r no mesmo ponto duas vezes, mas a colisão ocorre apenas 
para t = x = 242. Sobre as trajetórias o ponto correspondente é r (22) =s (+22) = (3, 242). 








1») Encontre o limite da curva y(t) = (vi cos(t), Vtsen(t), 1) quando t > 0*. 


Solução: O limite da curva existe se existirem os limites de cada uma das componentes 71, 72, 3 : 


Rt* +» R, onde yi(t) = Vtcos(t), y>(t) = vtsen(t) e ys(t) = Ed Observe que 1 e y2 são contínuas 





em t = 0. Logo, 
lim 71(0) = 710) = V0O cos(0) = O 
t50+ 


lim, 2(8) = 92(0) = VO sin(0) = 0. 
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e'-1 
t 


podemos aplicar a 1º regra de L Hopital. Assim, 
e-l | [e' - 1]! 


lim y3(t) = lim = lim = lime =e=1. 
150+ 730) t50+ t50+  [t] t50+ 





Como a função y3(t) = não é contínua em t = 0, e temos uma indeterminação do tipo õ. 








Portanto, 
E v(t) = (0,0, 1). 
t50+ 


EMA Calcule o comprimento da curva y(t) = (cos? (1), sen? (1) para t variando de O a 27. 


Solução: Sabemos que o comprimento C4p de uma curva y definida em um intervalo [a, b] é 
dado por Cap = E Iy(t) |dt. Como, 


y(t) = (-3cos!(t) sin(t), 3 sin?(t) cos(t)) 


temos 
b 
Co = | bold 
2x 
= | (-3 cos? (t)sen(t))2 + (3sen2(t) cos(t))2 dt 
0 


2m 

= a (cos? (t)sen?(t) (sen? (1) + cos(1)2) dt 
0 
2m 


= e | cos(t)sen(t) | dt 
0 


2m 
- a) E a 
0 2 
a 2m 
= 5), |sen(20)|dt 
2 Jo 
3x 


ã ã x 5 21 
= 5 sen(21)dt + |, —sen(21) dt + | sen(21)dt + |, “senna 
0 E e E 


3 5 
— af sen(21)dt 
2 0 





| 
6 [5 cos(2n | 
-3(-1-1)=6 





15) Encontre os pontos onde a reta tangente à curva y(t) = (cos?(t), sen?(t)) em t = 7/4 


intercepta os eixos x e ). 
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Solução: Seja r a reta tangente à curva y em t = Z. Primeiramente, vamos determinar uma 
equação paramétrica de r, que terá como vetor diretor 


“6 = [eee aero) 


go ND a 142 
5 2"à asa 
32 342 
CSA CA 


e passa pelo ponto y (5) = E (ef (2) ) E (2, 2) . Assim, a equação da reta r é dada por 


32 342 v2 2 v2 2312 42 
prefiro as = a E Aa + A 


A reta r intercepta o eixo x quando y(t) = 0, ou seja, quando 


BND 2 32; 2 1 
—— +— =05 — =-— 5 t=-—+. 
4 4 4 4 3 
Assim, 
I IN NZ vo Do v2 2) [42 
ril-=|=(-03:|[-=).—+5,3:|[-=|.— +— |=[,0 
E 3) 4 4 3) 4 4 
v2 
Analogamente, a interseção com o eixo y é dada por 0, 3 | 


1.28 





12) Encontre o ângulo entre as curvas 


v1(6) = (€,24,1º) 


yals)=(82,1-s,2- 5º) 


no ponto de interseção das mesmas. 


Solução: O ângulo entre duas curvas é o ângulo formado pelos vetores tangentes a cada uma 
destas curvas no ponto de interseção. 


Para que haja interseção, devemos encontrar os valores de t e s tais que y1(1) = y2(s). Devemos 
ter então 


= 
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e2M=l-s 


e2=2-s 


Da primeira e terceira equação obtemos PE que tem como solução t = 1 et = —2. Parat = 1 
obtemos da segunda equação s = —1 que satisfaz o sistema. Para t = —2 obtemos s = 5 que não 
é uma solução do sistema. Logo temos um único ponto de interseção y/(1) = (1,2,1) = y5(-1). 
Sejam wu = (= (122 D)=022)ev=yl-Ilj= Coll d(-lp=(2-1,2). 
Tudo o que resta agora é calcular o ângulo 6 entre u e v. Assim, 

uv o 


SN ao 3.3 EO! 


Portanto, u e v são perpendiculares e 0 = 90º. 


» Encontre uma curva y :R > R? com v(0) = (5,0) tal que y(t).y'(t) = O paratodot E R. 





Solução: Da geometria plana, sabemos que todo segmento tangente à uma circunferência é 
perpendicular ao raio da mesma no ponto de tangência. Então, basta tomarmos um círculo centrado 


na origem que passe pelo ponto (5,0) para satisfazer as condiçoes impostas. Assim, 
v(t) = (5 cos(t), Ssen(t)) 


Vte R. 
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(68= aD [od] 


Funções de várias variáveis 





Tópicos aBordados nos exercícios 


* Domínio e Imagem de uma função de várias variáveis; 
e Curvas e Superfícies de nível; 


e Gráfico de uma função de várias variáveis. 


Conteúdos essenciais para a resolução dos 
exercícios 


* Geometria Analítica Espacial; 





* Noções sobre domínio e imagem de uma função real; 


* Construção de gráficos de uma função real. 


So 


m— Métodos e Técnicas 


* Nas seguintes questões utiliza-se as interseções da função 
com os planos coordenados e as curvas de nível para esboçar 
o gráfico de uma função de duas variáveis. 


Exercícios 2.3(b), 2.5, 2.6 





So 


— Enunciado dos Exercícios 


00 o Determine e faça um esboço do domínio das seguintes 
funções: 


(a) f(x,y) = In(x + y + 1). 
(b) flxy)=V4-x2-y2+V1I — 2x2. 


esto O parabolóide hiperbólico dado por z = y? — x? é mostrado 
na figura abaixo. 


vas | 


Esboce um mapa de contorno para esta superfície e faça uma 


Pe 
seo sos 
DbDDD DbbDD 
NPONFORNO RO 

dód0000000090 

DD5D5 00506 

DRONA ANORO 





breve descrição deste mapa de contorno. 


.0.00 Faça o que se pede: 


(a) Defina o gráfico de uma função de duas variáveis. 


(b) Esboce o gráfico da função f(x,y) = a o 


seco Determine o domínio, a imagem e encontre as curvas de 
nível da função 
(6,9) = 
DE 
x +? 
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Esboce as curvas de nível e determine o gráfico da função 


0 x+) 
x2+y2. 


f(x,y) 
Determine e esboçe as curvas de nível da função 
fe) =—— 
L)=5>—s 
Rs 
e, a partir desta informação, esboce o gráfico da mesma. 


Determine as superfícies de nível da função w(x, y,Z) = 
2x? — y? — 7? e esboce o gráfico das superfícies de nível. 





ao 


m— Sugestões 





36 


m— (O espostas 


EEE Determine e faça um esboço do domínio das seguintes funções: 
(a) f 05,3) = In(x + y + 1); 


Solução: Sabemos que a função logaritmo está definida apenas para valores positivos, dessa 
forma, temos que ter, x + y + 1 > 0. Portanto, 


Dy=[(4y)eRZ;x+y+1>0). 


A seguinte figura representa um esboço de D ;: 





6 fm 4 =p, 


Solução: Como a raiz quadrada está definida apenas para números não negativos, façamos por 
parte. Analisemos inicialmente o domínio de g(x, y) = 4 — x2 — y2?. Neste caso, temos que 


d=p-ys0en sy sa, 


Logo, D, = ((x,)) € Re py sd) Assim, D, é a região limitada por uma circunferência de 
centro (0, 0) e raio 2 (um disco de centro (0, 0) e raio 2), como mostra a seguinte figura: 





Analisemos agora h(x, y) = V1 — x2. Neste caso temos que 


l=7oqer<«jesjaçeil 
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Logo, D, = ((x,y) E RZ;-1 < x < 1). Assim, D, é a faixa limitada pela retas x = -le x = 1, 
como mostra a seguinte figura: 





Portanto D, = Dg N Dy = ((x,y) € Re y? <4ex)<1). 


À seguinte figura representa um esboço de D ;: 








2 O parabolóide hiperbólico dado por z = y? — x? é mostrado na figura abaixo. Esboce um 
mapa de contorno para esta superfície. Faça uma breve descrição deste mapa de contorno. 
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Solução: Descrição do mapa de contorno 


Para cada valor constante k tal que f(x,y) = y2 —- x? = k com k + 0, a curva de nível é uma 


hiperbóle com assíntotas y = +x. 


Para k < 0, o eixo transversal da hipérbole é horizontal e para k > O o eixo transversal da 
hipérbole é vertical. 


Para k = O temos uma cônica degenerada e tem-se as assíntotas y = +x. 


Esboço do mapa de contorno: 





Faça o que se pede: 


(a) Defina o gráfico de uma função de duas variáveis. 


Solução: Se f é uma função de duas variáveis com domínio 9, então o gráfico de f é o conjunto 
de todos os pontos (x, y,z) E R? tal que z = f(x,y) e (x, y) pertença a D, ou seja, o subconjunto do 
espaço dado por 

Ge lley oc RS2= Oy) com is) E DJ: 


(b) Esboce o gráfico da função f(x,y) = x2 +)y?. 


Solução: O domínio da função f(x,y) =x? +y7 é D f= R? e o gráfico de f é o subconjunto do 
espaço dado por 
Gr=(W,yp)eR*;z=x2+)y” com (x,9) E R?. 


Para esboçarmos a superfície que representa Gy podemos reconhecer que z = x +y éa 
equação de um parabolóide elíptico com a = b = 1 ou fazer cortes em planos paralelos aos planos 
coordenados. 


Para planos paralelos ao plano zy temos x = k, com k * 0, ou seja, z = y? + k? (equações de 
parábolas); 


Para planos paralelos ao plano zx temos y = k, com k + 0, ou seja, z = x? + k? (equações de 
parábolas); 


ao 


Para planos paralelos ao plano xy temos z = k, k > 0, ou seja, x? +y? = k? (equações de círculos 
de centro (0,0) e raio NVk se k O; para k = O tem-se (0, 0)). 


As figuras abaixo representam um esboço de G ,: 


a 








EE 


» Determine o domínio, a imagem e encontre as curvas de nível da função 





XY 
x2+y2 


10,7) = 
Solução: 


* D; (Domínio de f): Observe que f está bem definida se x? +y2 0, ou seja, se (x,y) + (0,0). 


* Imy (Imagem de f): Da desigualdade (a média geométrica de dois números positivos é menor 
ou igual a média aritmética) obtemos V(x, y) E R2, temos x? + y? > no Logo, 


1 xy 


q o 
Da elege 
Portanto, Imy = [-3, 5 | ' 


e Curvas de Nível: Vamos escrever a função em coordenadas polares x = rcos0 e y = rsen6. 
Se k e Imp = [-5. 3| a curva de nível é dada por 


CX) | rcos0-rsend 1 
k = Da SÕE= ai = E 2 5en(26). 


Assim a curva de nível de cota k corresponde a reta pela origem 


1 
0 = 2 resen(2k). 
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Veja alguns exemplos de valores para k: 





5) Esboce as curvas de nível e determine o gráfico da função 


X+7 
x2 +y2 


f(O,)) = 


Solução: As curvas de nível são dadas pelas intersecções dos planos de equação z = k com a 
superfície z = f(x,y). Assim, as equações de tais curvas são dadas por k = f(x,y). Se k = 0, então 
f(x,y) = 0, o que implica y = —x. Se k £ O temos, 





= (06,9) 
E o. 
— x2+y 
Da x+) 
+ = 
Ro E 
l 
Rad A om ant Rar SOR = 
e Ryo A >; * 2 >) 0 
o E 
Re em 2k 
2 
Ea a 
"0 2%) CO 2k 
RR eua 2 11 
Portanto, para k + O as curvas de nível são circunferências de raio r = 2E e centro € = 2% DK)" 
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Observe algumas curvas de nível e gráfico da função: 





Gráfico da função f(x,y): 





Determine as curvas de nível da função 


1 
10,7) = =p 


e, a partir desta informção, esboce o gráfico da mesma. 


Solução: Inicialmente, observe que Imp = R — (0). Assim As curvas de nível são dadas por 
k = f(x,y), onde k + 0. 
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Temos 


k = f(%,)) 
l 
EE 2-7 
Rare eye ve q 
2 2 
EE a 
1 1 
ko ok 
Portanto, as curvas de nível são hipérboles, centradas na origem, cujos comprimentos dos eixos 
1 
real 2a e imaginário 2b se igualam a 2a = 2b = 2. E 


Observe algumas curvas de nível e gráfico da função: 











E o gráfico será: 
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Determine as superfícies de nível da função w(x, y, 7) = 2x? — y? — 7? e esboce o gráfico 
das superfícies de nível. 


Solução: As equações das superfícies de nível são dadas por k = w(x,y,7). Se k = 0, então 
w(x, y, 2) = 0, o que implica 


Da 

Z 
2 -pP- P=osf=)4Ê. 
MR VR ne x 2 2 


Logo, se k = O a superfície de nível é um cone com vértice na origem e eixo sobre o eixo x. Se k + O 


temos, 
E = Ez) 
> 22-32 -? 
end 
Ê = 
5 k k 


Se k < 0, temos um hiperbolóide de uma folha cujo eixo de simetria é o eixo x. Se k > 0, temos um 
hiperbolóide de duas folhas cujo eixo de simetria é também o eixo x. 


Portanto, esboçando as superfícies de nível, temos: 
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(68= D [od] 


Limite e corvtinuidade 





Tópicos aBordados nos exercícios 


* Limite e continuidade de uma função de várias variáveis; 


* Teoremas de limite de uma função de várias variáveis. 


Conteúdos essenciais para resolução dos 
exercícios 


* Limite e continuidade de uma função de uma variável; 


* Teoremas de limite de uma função de uma variável; 





45 


m— Métodos e Técnicas 


* No exercício a seguir, utiliza-se o Teorema do Confronto 
para mostrar a continuidade de uma função. 


Exercício 3.3 


e Nos exercícios a seguir usa-se o limite da composta entre 
a função dada e duas curvas diferentes para mostrar a não 


existência dos limites considerados. 


Exercícios 3.5, 3.6 
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— Enunciado dos Exercícios 


Explique sua resposta para as seguintes perguntas: 


(a) Se f(0,0) = 6, você pode concluir alguma coisa sobre 


ley 


lim 
(1,7) >(0,0) 
(b) Se as E f(x,y) = 6, você pode concluir alguma coisa 
5) sé 2 
sobre f(0, 0)? 


(c) Se lim f(x,y) = 6e a função f é contínua em (0,0), 
(1,7) =(0,0) 


você pode concluir alguma coisa sobre f(0,0)? 


2 


E : XY E , 
32 | Considere lim —— (veja figura abaixo). 
(1,9)>(0,0) x! + y2 (veja fig 





(a) Determine (se possível) o limite sobre qualquer reta da 


formay =ax,a £0. 
(b) Determine (se possível) o limite sobre a parábola y = A 


(c) O limite existe? Explique. 


Discuta a continidade da seguinte função: 





4 Dn) 
E =— se (x,y) £ (0,0). 
my = 
k se (x,y) = (0,0). 
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Usando as propriedades de limite e continuidade, calcule 
os limites abaixo. Cite as propriedades usadas. 


X 
lim E 
GN) x2 + 2 


(a) 


(b) lim cos(xy). 
(1,7)=(5,2) a » 


Verifique a existência do limite 


) 2 
Exa — 
lie: 
(1,)>(0,0) x? + y2 


Verifique a existência de 
sen(x? — y?) 
im >> 
(1)>(00) x2+y? 
e calcule se o limite existir. 


EXA A função f:R?+»Rtalque f(x,y) = x?y cos(x? — 7yº) 
é contínua? Justifique. 
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Lembre-se da definição de função con- 
tínua em um ponto. Lembre que o limite 
é uma tendência e não necessariamente ex- 
pressa o valor da função no ponto. Lembre- 
se da definição de função contínua em um 
ponto. 


Determine f(x,y) = f(x,ax) e uti- 
lize as propriedades de limites. Determine 
f(x,y) = f(x,x?) e utilize as propriedades 
de limites. Verifique se os limites encontra- 


dos em (a) e (b) são iguais ou diferentes. 


Lembre-se que f(x,y) é contínua em 
(ab) se lim = f(a,b) - definição de 
(x,7)>(a,b) 


continuidade. 


Faça f(x,7) = xy es(my) =x +)? 
e utilize as propriedades de soma, produto 
e quociente de limites. Faça f(x,y) = xy 
e h(t) = cos(t) em cos(xy) para encontrar 
o limite desta função através do teorema de 
continuidade de funções compostas e das pro- 
priedades de produto de limites. Em seguida, 
utilize novamente as propriedades de produto 
de limites na função y cos(xy). 
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Utilze duas curvas 
parametrizadas( f(x,y) — vit) e 


NGS 


tes e comparar os resultados encontrados 


ya(t)), para cálcular os limi- 


para esses limites. 


Utilize curvas parametrizadas para cál- 
cular os limites e comparar os resultados en- 
contrados para esses limites. 


Atente para a composição de funções 
contínuas. 





ESA Explique sua resposta para as seguintes perguntas: 
(a) Se f(0,0) = 6, você pode concluir alguma coisa sobre a , f(x,y)? 
L)>(0, 


Solução: Não, pois o valor de f no ponto (0,0) não tem influência na existência do limite 
a o f(x,y). Pode acontecer deste limite não existir, como mostra o seguinte exemplo: 
X,)y = 
A 


fu 
6 se (x,7) = (0,0). 


se (x,y) £ (0,0) 


Observe que: 


li 0) =liml=1 
a 

lim f(0, y) = lim —1 = —1 

y>0 y50 
(b) Se ui E f(x,y) = 6, você pode concluir alguma coisa sobre (0,0)? 


(1,7) 


Solução: Não, pois a existência do limite j; a f(x,y) = 6 não garante que f está definida 
x))>(0, 


em (0,0) com valor igual ao do limite. Por exemplo, 


x+y+6 se (x,y) £ (0,0) 
f(,)) = 


10 se (x,7) = (0,0). 
Observe que: 
lim X lim x+y+6=6 
(,7)>(0,0) 7) Se )>(0,0) 


mas f(0,0) = 10. 


(c) Se ; a à f(x,y) = 6e a função f é contínua em (0,0), você pode concluir alguma coisa 
X,)y SU, 
sobre f(0,0)? 


Solução: Sim, pois f é contínua em (0,0) e uu f(0,7) = f(0,0) eebo. Ea o Pl v)= 
XY)5U, X, 
6 temos que f(0,0) = 6 
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2 





5» Considere lim E (veja figura abaixo). 


Eid 


(a) 


(b 


Na 


(c) 


— (1,)=(0,0) x! + y 





Determine (se possível) o limite sobre qualquer reta da forma y = a x,a £ 0; 
Solução: Vamos nos aproximar de (0,0) ao longo da reta y = ax. Então 


x2ax ax a 


X 
A = 5 SESC a MV * 0. 
IG D= Ima E a O E 


Fazendo g(x) = ax e h(x) = x? + a? temos que 
lim g(x) =alimx=0: lim h(x) = lim(x2+a?) = a? coma +0 
x>0 x>0 x>0 x>0 


Usando a propriedade de limite do quociente obtemos 


ax = 





lim f(x,ax) = lim 
x50 H ) x50 x? + a? 


Determine (se possível) o limite sobre a parábola y = x?; 


Solução: Seja f como no item (a). Vamos nos aproximar de (0,0) ao longo da parábola 
y = x?. Então 


io) 4 
o pr AE 2a a 
PR a RA de 
Portanto, 
ki 2 = lJm-=o-. 
nie Lao 


O limite existe? Explique. 


Solução: O limite não existe, pois ao longo das retas y = a x com a + O (caminho Cy), a função 
aproxima-se do número L, = 0 e ao longo da parábola y = x? (caminho C;), aproxima-se do 


1 
número L, = 2º Daí, L, + Lo (limites diferentes). 
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5) Discuta a continidade da seguinte função: 


4 Dia, 
o Ee se (x,y) £ (0,0). 
dyj= 
k se (x,y) = (0,0). 


Solução: A função f(x,y) é contínua em (a, b) se ; uu 5 f(,y) = f(a, b). Isto implica 
que: ça 
i) f está definida em (a, b); 
ii) existe lim x, 9); 
) (,7)=>(a,b) 19) 


iii lim x,y) = f(a,b 
Di 1659) = fab) 


a Doo 
Observe que D R?, pois f(a,b) = da De (a, b) + (0,0) e f(0,0) = k, k E R. Logo, f 
ões 2+b 


está definida em V(a, b) E R?. 


Agora vamos verificar se existe 


4x? e 
im  ———, 
(x,)=(0,0) x2 + y2 
ao 
Para isto, notemos que para todo x, y E R, temos que Ro rue e logo, O < 1 para 
x y 


(x,y) £ (0,0). Portanto, 


2 





<<] se lave (0,0) 
x +)? 


Por outro lado, lim 4 ye = 0. Estes resultados implicam que 
(1,7) =(0,0) 


Ro 
(4,9)>(0,0) x2 + y2 


Dessa forma, analisemos os casos a seguir: 


1. k = O. Neste caso, temos: 


. dry Ag 
Se (a, b) + (0,0) então pn j os o e = f(a, b); 
e 


Se (a,b) = (0,0) então lim 


——— =0= f(0,0). 
(1,9)>(0,0) x2 + y2 F(0,0) 


Portanto, f é contínua em R2, 
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2. k + O. Neste caso, temos: 

4x2y? 4a2b? 

S ;b) + (0,0) entã li "És E Db); 
Eua ) ( pedo Ee Ci ERA O a2+b Fa 


2y? 
Se (a,b) = (0,0) então lim 50 03 =0% 0,0). 
(a,b) = (0,0) então lim, as = 0 + 1(0,0) 


Portanto, f é contínua em R? — ((0,0)). 


“| Usando as propriedades de limite e continuidade, calcule os limites abaixo. Cite as 





propriedades usadas. 


x 
ENS x2 +) 


Solução: Sejam f(x,y) = xy e g(x,y) = x? + y2. Note que 


lim Sic lim y= 
(,y)> (1,1) (7) (1,1) 


Usando as propriedades de limite do produto tem-se 


imo xyr= dim zo lim o y=h-1=41; 
(,)> (1,1) CDS LD (>, 
lim x2= lim x lim pele = 
(7) (0,1) ENSAD (5,1) 
lim y2= Jim lino e =, 
Re RE tr 
Usando a propriedade de limite da soma obtemos 
lim x2+y2= lim x+ lim y=14+1=2. 
(,)> (1,1) (,)> (1,1) (,)> (1,1) 


Observando que g(x, y) = x? + y? £ O para (x,y) & (0,0) e que 


x, )) = 
E Dm 8% 


podemos aplicar a propriedade do limite do quociente para obter 
1 
lim = im 1x3) Aa = 

GSMD X2 +20 GNSD g(x, )) = 


(b) lim ne, cos(xy). 


(1)=(Z, 
o Sejam as funções f(x,y) = xy e A(t) = cos(t). Pela propriedade do limite do 


produto tem-se 


; a Ê mM mM 
lim xy= lim xlim =D =—. 
(4,)>(5,2) NEM (1) 4 Z 


SÊ, 


Como h(t) é contínua em f (5.2) = S e f(x,y) = xy é contínua em (5.2). pelo 
teorema da continuidade da composta temos que h(f(x, y)) = cos(x y) é contínua em 
(5 2), ou seja, 


: o ; = x o n 
lim cos(xy)= lim REU 3) = h(f (52) = n( 


mM 
=) =cos— = 0. 
(1,9)= (5.2) (19) (5,2 à 2 


Finalmente, usando a propriedade de limite do produto obtemos 





lim  ycos(xy) = lim y lim ícos(xy) 
(6) (7.2) CT) G)>(Z2) 
n 
= 2 -cos (5) = 0. 
; 
5) Verifique a existência do limite 
2-2 


lim so 
(1,)=>(0,0) x2 + y2 


Solução: O limite existe se, dadas quaisquer curvas 71,72 : R +» R? com vi(to) = y2(to) = (0,0), 


tivermos 
ni Film) = lim Fono). 


Assim, sejam y1(t) = (1,0) e y>(t) = (0,1). Temos 


2 
li =lim==1 
a Fit) o 


2 
a 
lim D)D=lim— =-1. 
ndo di 
Portanto, o limite não existe. 
[57] Verifique a existência de 
sen(x? — y?) 


im 
()=>(00) x2+7? 

e calcule se o limite existir. 

Solução: Sejam y,(t) = (1,0) e y2(t) = (0,t). Temos 


Ê - sen(t?) - sen(u) 
l =— 1 = 1 = 1 
DU o ser O 
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pois a mudança de variável u = t? que resulta no limite fundamental nos diz que u — O quando 


t — 0. Analogamente, 


sen(=t?) Ea sen(—u) a —sen(u) pata sen(u) - 


u>0 u u>0 u u>0 u 


Ro: 


lim f(y>(1)) = lim 
150 150 


Portanto, o limite não existe 





CU) A função f:R?+»Rtal que f(x,y) = x2ycos(xº — 7yº) é contínua? Justifique. 


Solução: Observe que as funções g, ,j : R2 +» R tais que 
(my) = 2-7) 
h(x,y) = cos(x) 


5 


GG = 


são todas contínuas. Como R = Im, C Dp = R? e a composta de funções contínuas é uma função 
contínua, temos h o g contínua. Como o produto de funçoes contínuas é uma função contínua, 
f=j:-(hog) é contínua. 
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Cálculo |l 


DiferenciaBilidade. 





Tópicos aBordados nos exercícios. 


e Derivadas parciais e sua interpretação geométrica; 
e Diferenciabilidade e diferencial; 


* Derivadas direcionais e Gradiente: Cálculo e Interpretação 


Geométrica; 
* Regra da Cadeia e o Teorema da Função Implícita; 


* Derivadas de Ordem superior e o Teorema de Clairaut. 





Conteúdos essenciais para resolução dos 
exercícios. 


e Geometria Analítica; 


* Derivada de uma função de uma variável e regras básicas 
de derivação; 


* Regra da Cadeia para funções de uma variável; 


* Limite de funções de várias variáveis. 
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| Métod OS E Técni cas 





Nas questões que seguem, faz-se uso direto da regra da 
cadeia para funções de mais de uma variável. 


Exercícios 4.11, 4.13, 4.32, 4.33, 4.34 





Nas questões a seguir, aplica-se o teorema da função implí- 
cita para calcular derivadas ordinárias e parcias de funções 
dadas implicitamente; 


Exercícios 4.13, 4.14, 4.35, 4.38, 4.39 





Nos seguintes exercícios, aplica-se o teorema da função 
implícita para determinar o coeficiente angular de uma reta 
tangente à uma curva dada implicitamente. 


Exercícios 4.40, 4.41 


Nas questões a seguir, aplicamos o Teorema de Clairaut 
para discutir sobre a continuidade de derivadas parciais. 


Exercícios 4.7(b), 4.27 


Sl 


—s Enunciado dos Exercioi Os 


(a) Defina as derivadas parciais fi(x, y) e fy(x,y); 


(b) Descreva um procedimento para calcularmos as derivadas 
parciais Pax, ) e E, ) da função & = Fl, po 


Determine se as afirmações abaixo são verdadeiras ou fal- 
sas. Em qualquer um dos casos, explique. Se a afirmação for 
falsa, explique ou dê um contra-exemplo. 


Ô Ô 
(a) Sez = f(x,y) e Rg CE então 2 = c(x + y); 
Õ dy 


E Õz Oz , , 
(b) Sez = f(x) 80) então an OO 80)+f0) 80). 
Calcule as derivadas parciais como indicado: 


(a) Usando a definição calcule f(x,y) e fy(x,y) para 
PAC DR va 


(b) f(x,y) = sen(3x) cos(x? + 3?) ; f(x,y) e fy(, ); 


(0) f(x, 7) = FERE » Íx(6, 7) e f(x, 9); 


(anca sa e fi 


Calcule as derivadas parciais e as derivadas parciais de 


ordem superior como indicado: 


(Rr a a Gr mae 


fal, >, mr 
(Dos = meme o al e open (ma): 


(c) f(x,),2) = as à fxyz06 2); 


Ro Soon a oe a 


Gt do y+227" 9207 dz0ydx' 
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seco Seja z = f(x,y) uma função com derivadas parciais no 
ponto (x0,y0) Ee Dy. Responda as seguintes perguntas, lem- 
brando que o gráfico da função g(x) = f(x, yo) é a interseção do 
plano y = yo com o gráfico de f(x,y). 


Ô 
(a) Qual é a interpretação geométrica de ERA yo)? Explique 
e 
e desenhe; 
2 
(b) Para f(x,y) = Ro y + —, calcule a inclinação da reta 


1 1 
tangente ao gráfico de g no ponto [5 E [5 1)) 


Õ 
(c) Interprete geometricamente (xo yo). Explique e dese- 
Y 


nhe. 
s000 Considere a função 
PAR 
DEV e (4,9) * (0,0); 
f(,9) = da (7) 
0 se (x,y) = (0,0). 


(a) Calcule fi(x,y) e fy(x,y) para (x,y) £ (0,0); 


(b) Use a definição e calcule f:(0,0) e fy(0, 0). 


..00 Considere a função dada em (7) e responda as seguintes 
perguntas: 


(a) Use a definição e calcule f,y(0,0) e fyx(0, 0); 


(b) Usando o Teorema de Clairaut (veja página 817 do livro) 
e o resultado do item (a), o que podemos concluir sobre fx, 


e fyx? 
s000 Sejam f(x,y) = e" sen(y) e (x0, Y0) = o. ) 
(a) Mostre que f é diferenciável em (x9, yo); 


(b) Encontre a linearização L(x, y) de f em (xo, yo). Compare 
os valores de L(x, y) e f(x, y) no ponto (0.2, 0.68). 


Se 


0000 


0000 


Considere a função f e o ponto (xo, yo) dados na questão 


4.8. 


(a) Encontre a equação do plano tangente a da reta normal ao 
gráfico de f no ponto (xo, Yo); 


(b) Se (xo, Yo) varia até o ponto (0.2, 0.68), calcule o diferen- 
cial dz e o acréscimo Az de f em (xo, yo). Compare os 
resultados obtidos; 


(c) Descreva a diferença entre dz e de Az para uma função 
f(x, y) qualquer. 


Justifique suas respostas para as seguintes perguntas: 


(a) Disseram-lhe que existe uma função f(x, y) com derivadas 
Ed õ : 
parciais FR y)e FE y) descontínuas em (xo, Yo), que 
oo 


é diferenciável em (x0, yo). Você deve acreditar nisso? 
(b) Toda função descontínua não é diferenciável? 


(c) Existe um plano tangente ao gráfico da função 


2 





PR ne O 
x,)) = 


0 se (x,7) = (0,0). 
no ponto (0, 0,0)? 


(d) Para algumas superfícies, a reta normal em quaisquer de 
seus pontos passa por um mesmo objeto geométrico. Qual 


é o objeto comum para a esfera? 


(a 


na 


Seja z = f(x,y) com x = x(t) e y = y(t). Enuncie a regra 


da cadeia para calcular E Aplique a regra na função 
z=ln (2), com x = cos(t) e y = sen(t). 
Je 


(b) Seja z = f(x,y) com x = x(s,t) e y = y(s,t). Enuncie a 
; z Oz É 
regra da cadeia para calcular — e a Aplique a regra na 
S 
função z =sen(2x+3y),comx=s+tey=s-t. 
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Ep) 


(a) Descreva a diferença entre a forma explícita e a forma im- 
plícita de uma função de duas variáveis x e y. Dê um 
exemplo em cada caso; 


(b) Se F(x,y) = 0, enuncie a regra da cadeia para calcular 
implicitamente 5 Se F(x,y,27) = 0, enuncie a regra 
SE 


Õ Õ 
da cadeia para calcular implicitamente — ê — Dê um 
x z 


exemplo em cada caso. 


Usando a regra da cadeia apropriada, calcule as seguintes 
derivadas: 


d 

(a) e para z=In (>). X =costihe y = sen(r); 
dt y 
d? Z 

bs para = na=fey=t+1; 


(c) = e = para z= 25 — 5x2 — 5y2, X = rcos(6) e 


y = rsen(6); 
Õ Õ 
(de para w=xcos(yz),x=8,y="ez=s-2. 
Os Ot 
Diferenciando implicitamente, calcule as seguintes deri- 
vadas: 
dy 
(a) E para cos(x) + tg(xy) +5 = 0; 
x 
Oz a 2 2 
(b) —e— para xIn(y) +27 +7/=8. 
dx Oy 
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Sejam f(x,y) =x? +y2 e ii = cos(0)i + sen(0)j 


(a) Usando a definição, calcule a derivada direcional 
Duf(xo, Yo) de f em (xo, yo) na direção do vetor ui. 


(b) Considere g(h) = f(xo + hcos(0), yo + A sen(0)). Verifi- 
que que g'(h) = SE (xo) cos(g) + SE (xo 30)sen(o) e 
g'(0) = Di f(xo, yo). Conclua que 


Õ o 
Duf (10,30) = SÉ (xo, v0) cos(g) + SEG o 


Faça o que se pede: 


(a) Defina o vetor gradiente da função z = f(x,y) e enuncie 
suas propriedades; 


(b) Descreva a relação entre o vetor gradiente e as curvas de 
nível da função z = f(x,y). 


Calcule a derivada direcional das seguintes funções, no 
ponto P na direção do vetor v: 


(0) FE )=/2+,P=(34)ev=3i-4; 

d fxy)=0 0), P=(0,0ev=i+j: 

fejitr vi— cos x? A p= bye = 

(d) f(xy)=Inx?-y, P=(2,3)ev=j. 
Considere a função f(x,y) =9- x? — y2. 


mM 


2 


(a) Calcule D, f(x,y) comu = cos(0)i+ sen(6) j para O = 


wo | 


(b) Calcule Vf(1,2 elIVF(I,2)II; 


(c) Ache um vetor unitário u ortogonal a Vf(1,2) e calcule 
Duf(1,2); 





(d) Discuta o significado geométrico do resultado do item (c). 
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Seja f(x,y) = ye" +x In(z). Mostre que: 





ER 
(e ae 

E 8 8 
RA 


Oz20x Ozôxdz dx0z2 


Determine se as afirmações abaixo são verdadeiras ou 
falsas. Em qualquer um dos caso, explique. Se for falsa explique 


ou dê um contra-exemplo. 


(a) Se f(x,y) tem um máximo local no ponto (a, b) e as deri- 
vadas parciais de 1º ordem existem então o plano tangente 
a superfície z = f(x, y) no ponto (a, b) é horizintal; 


(b) Todos os pontos críticos de uma função f(x,y) são máxi- 
mos locais ou mínimos locais de f(x,y). 


(c) Se Vf(a,b) = (0,0) então o ponto (a, b) é ponto crítico da 
função f(x,y). 


(d) Seja f(x,y) = Nx? +y2. O ponto (a,b) = (0,0) não é 
ponto crítico da função f. 


Para as funções abaixo, calcule todas as derivadas de 2º 
ordem: 


(a) f(,y) = 2x2 + y?; 
b) Ff, ) = In(x — 9); 
(co) Fly) =2 xe" —-3 yet; 
(d) f(x,y) = sen(x — 29). 
Para as funções abaixo, mostre que as derivadas mistas 


gd a E 0º f 
0y20x 0ydxdy 0xdy? 











são iguais. 


(a) f(x,y,2) = e *sen(yz); 


Dm 
my 


(b) f(x, 7) = 
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Mostre que a função dada satisfaz a equação diferencial 


indicada. 
2) 92 
(a) Equação de Laplace: — + a to 
função: z = e“sen(y) 
ó2 ó2 
(b) Equação da onda: E = E GRAO); 


função: z=sen(wct)sen(wx). 


Õ 9? 
(c) Equação do calor: — = E c*oO; 


função: z=ecos (5). 
E 
E 97) 


(a) Defina cada um dos seguintes conceitos para uma função 
de duas variáveis: 


(i) Máximo relativo e mínimo relativo; 
(ii) Ponto crítico e ponto de sela. 


(b) Enuncie o teste das derivadas parciais de 2º ordem para 
extremos relativos e pontos de sela. 


Encontre os extremos relativos das seguintes funções: 


(a) fl,y)=-m" +41y-2y2+1; 


Di = 


Calcule as derivadas parciais da função f(x,y) = 
esen(x? — y?). 


Determine se as derivadas de segunda ordem f;y e fyx da 
função f(x,y) = xyºsen(x? — 3yº) são contínuas e verifique o 
teorema de Clairaut para a mesma. 
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0000 


0000 


0000 


0000 


0000 


0000 


0000 


0000 


Encontre a equação do plano tangente ao gráfico da função 
f:Rº+ Rtalque f(x,y) = 3x? — 8y? no ponto (5, 7). 


E uma aproximação linear para a função 


XxX + 
Tt) = Fa 5 no ponto (— -3,-5). 
a 
Dada a função f : R2 +» R tal que f(x,y) = 
Õ 
x2y cos(xy7), calcule (o, 1) e (o, 1) e interprete estes 
x y 


números como inclinações. 


Dada a função f(x,y) = e (1º — 2x2y + y — 1), estude 
o sinal da função g : RH» R tal que g(x) = Em 1), e a partir 
destas informações, esboce a interseção do gráfico de f com o 
plano y = —1. 


Dada a função f(x,y) = e” cos(2x — y), usando a regra 


da cadeia, determine: 


(a) a sex(t)=3-1 ey()=2U+1. 


(b) = sex(s)=22+se v(s,t) = 3st+1. 


Em cada um dos itens anteriores, substitua as funções x 
ey, Ra st) = ft), y(1)) e hls,t) = f(x(s, 1), (5, 1)), e 
8 


feno e 
od 


Comparando com os resultados obtidos no problema 4.32, o que 
você pode notar? 


Se z = f(x,y) tem derivadas parciais de segunda ordem 
Az 
contínuas, e x(u, v) = Du o y(u,v) = 3uv2, determine = 
u2 
Dada a função F(x,y,2) = 10x? — 3y? + 472, determine 
as equações do plano tangente à superfície de nível F(x,y,z) = 2 
no ponto (—1,2, —1) e a equação da reta normal à esta superfície 


no mesmo ponto. 
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Mostre que a função f(x,y) = tg(xy) é diferenciável: 


Determine o conjunto dos pontos em que a função 


3 
10,7) = E se (x,y) £ (0,0) 


0 se (x,y) = (0,0) 


é diferenciável. 


Mostre que a equação 
3x)y + sen(2y) = x 


define implicitamente pela menos uma função y = y(x) com 


d 
y(0) = O. Expresse E em termos de x e ). 
x 


Mostre que a equação 
EetBy+z +6xyz=1 


define implicitamente pela menos uma função z = z(x,y) com 


Oz O 
z(0,0) = O. Expresse 2 e “2 em termos de VER, 
dx Oy 


Determine as equações das retas que sejam tangentes à 
elipse 2x2 + y? = 3 e paralelas à reta 2x + y = 7. 


Determine as equações das retas que sejam tangentes à 
curvax? +xy+)y? =7e paralelas à reta 4x +5y = 13. 


ER) 


(a) Escreva uma expressão definindo a derivada direcional de 
f em (xo, yo) na direção do vetor unitário u = (a, b) 


(b) Como interpretá-la como taxa de variação? Como 
interpretá-la geometricamente? 


(c) Seja f(x,y) = x? + y?. Usando a definição, calcule a 


derivada direcional de f no ponto (1,1) e na direção do 
1 


“E 


—s 
vetor u = 
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4.43 
(a) Expresse D, f em termos de Vf 
(b) Explique o significado geométrico do gradiente. 


(c) Considere f(x,y) = x? + xy. Calcule a derivada direcional 
de f no ponto (1,2) e na direção do vetor u = (3,4). 





67 


Lembre-se da definição de derivadas 
parciais. Lembre-se, também, que para se de- 
rivar com relação a x, considerey constante. 
O procedimento é análogo para se derivar 
com relação a y, ou seja, considere x cons- 


tante. 


Verifique a afirmativa para f(x,y) = 
e*Y e lembre-se da regra para calcular as 
derivadas parciais de f(x,y). 


Lembre-se que 


fa +h,y)- 1069) 


RA: 2 = li 
Px06, 7) e n 


e que 
(a+b) =aº+3a42b+3ab? + b 


Lembre-se de utilizar as regras de derivação, 
atenção para a regra da cadeia. 


FW] Derive parcialmente utilizando a regra 
da cadeia e regra do quociente. 


EI Note que “Ge? = “00 ou seja, a 
derivada parcial de f no ponto (xo, yo) com 
relação a x, nada mais é do que a inclinação 
da reta tangente a curva g, que é intersecção 
do plano yo com o gráfico de f, no ponto xo. 
Perceba que a inclinação da reta tangente ao 
gráfico de g no ponto é dado por x Y0) 
e lembre-se da interpretação geométrica para 
a derivada nas funções de uma variável. 
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FM Utilize a regra do quociente e lembre-se 
da definição de derivada. 


E! 

FEHA Lembre-se que f, (x,y) = E e) 
Observe que 

aa A fev sy) 

e E = fy(1,)), 
logo, 

õ of E ct 

Ox dy h50 h 


Semelhantemente para fxy(x, y), temos 


pela yin Pelxy) 
Pry(x, )) = “o SER 
Observe a continuidade das derivadas mistas 
no ponto. 


48 | Utilize o critério de diferenciabilidade: 
se as derivadas parciais de uma função exis- 
tem e são contínuas num ponto, então a fun- 
ção é diferenciável neste ponto. Lembre-se 
que L(x, y) = f(x0, 30)+FE(x0, 30)(x— x0) + 
(xo, 90) — 90). 


49 | Utilize as equações que calculam o 
plano tangente e calculam a reta normal de 
f(x,y) em um ponto (xo, yo). 
equações que expressam o cálculo de Az, 


Utilize as 


dz e dez = f(x,y). Perceba a diferença en- 
tre a variação da linearização e a variação da 
função. 


Você pode utilizar o seguinte teorema: 
Sejam f: ACR?>Re(xo)y%)€ A. Se 
a e 5 existem e são contínuas em (x9, Yo), 
então f é diferenciável em (xo, yo). Utilize a 
contrapositiva deste teorema para a sua res- 
posta. Use a contrapositiva do seguinte re- 
sultado: toda função diferenciável é contí- 
nua. Verifique se f é diferenciável em (0,0) 
pela definição, pois esta é uma hipótese para 
a existência do plano tangente em (0,0,0). 
Considere uma esfera de centro (a, 8,y) e 
raio r; além disso, considere (xo, Yo, Z0) um 
ponto dessa esfera (z > 0). Encontre a equa- 
ção da reta normal que passa por este ponto 
genérico, conclua que 7 = zo—z e daí conclua 
que o ponto em comum (x, y,z) é o centro 


(a, B,y) da esfera. 


Lembre-se da regra da cadeia caso 1 
e caso 2. 


Na forma explícita temos z = f(x,y), 
já na forma implícita temos F'(x, y) = O. Dê 
a sua resposta com maiores detalhes. Já para 
a segunda alternativa utilize o caso 1 da regra 
da cadeia para ambos os lados da igualdade. 


Para a resolução da alternativas utilize 
a regra da cadeia, levando em consideração 
os seus “casos”. Na letra b, utilize a regra da 


dz a 
dei lcular —. P Icular —, 
cadeia para calcular E ara calcular Aê 


Ra as 
basta derivar E em relação à t. 


Use o teorema da função implícita. 


Use a definição de derivada direcio- 
nal. Na outra alternativa utilize a regra da 
cadeia para calcular g (h) e use a definição 
de derivada para encontrar g (0). 
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Use a definição de vetor gradiente. 
Faça uma análise geométrica do vetor gradi- 


ente. 


A derivada direcional de uma função 
diferenciável f na direção do vetor unitário u 
no ponto (x, y) é dado por 


Duf(x,y) =Vf(x,)y)-u. 


Verifique, em cada ítem, se o vetor v dado é 
unitário, se for, faça u = v, caso não seja uni- 
ns : v : 
tário, considere u = —. Em seguida, subs- 
v 


titua o ponto P = (xo, yo) dado em Dy f(x, y). 


Utilize a definição de deri- 
Utilize Vf(xo,)Y) = 
PC Vo)i + Íy(xo, Yo)j e IIVÍ Cro, YoDIL = 
(Lelo Yo)? + (fylxo, Yo) )2. 


que o produto escalar entre dois vetores orto- 


vada direcional. 


Lembre-se 


gonais é nulo. Faça o produto escalar entre 
Vf(1,2) eo vetor unitário u = (a, b). 


Em cada ítem, calcule cada uma das 
derivadas superiores membro a membro e ve- 


rifique a igualdade comparando os resultados. 


As derivadas parciais, caso existam, 
são nulas em um ponto de máximo local. 
Substitua este resultado na equação do plano 
tangente. No seu raciocínio, considere o teste 
da segunda derivada. No seu raciocínio, con- 
sidere a definição de ponto crítico. Considere 
a definição de ponto crítico e verifique se as 
derivadas parciais existem no ponto dado. 


Em cada ítem, calcule as derivadas 
parciais de primeira ordem e a partir delas cal- 
cule as derivadas parciais de segunda ordem. 
Tenha atenção com as regras de derivação. 


Atenção com a notação utilizada. Por 
3 


exemplo, 





920% indica que você deve deri- 
var f primeiro em relação a x, depois em 
relação a y mais duas vezes. Identifique esta 
ordem lendo o denominador da direita para a 
esquerda. Verifique a igualdade comparando 


os resultados obtidos. 


Em cada ítem, aparecem derivadas 
parciais de até segunda ordem. Calcule estas 
derivadas parciais e susbstitua nas equações 
para verificá-las. 


Estes conceitos, encontardos em li- 
vros de cálculo diferencial, utilizam as deri- 
vadas parciais de primeira e segunda ordem. 


Em cada ítem, obtenho os pontos 
críticos calculando as derivadas parciais e 
igualando-as a zero. Resolva o sistema de 
equações. Finalmente, classifique estes pon- 
tos críticos utilizando o teste da segunda de- 
rivada. 


Ao calcular a derivada parcial de z 
em relação à x, considere y constante e vice- 


versa. 


Ao calcular a derivada parcial ce z em 
relação à x, considere y constante e voc-versa. 


Utilize a fórmula para o cálculo do 
plano tangente. 


Use a equação do plano tangente. 


Geometricamente, as derivadas par- 
cias, calculadad num ponto (x9, Yo), São coe- 
ficientes angulaes de retas tangentes, parale- 


las aos eixos x e y. 
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Encontre os intervalos nos quais a fun- 
ção g(x) tem imagem negativa e os intervalos 
onde a função tem imagem positiva e os va- 


lores de x tais que g(x) = O 
Utilize a equação da regra da cadeia. 


Derive h em relação à s e analise a 
equivalência de resultados com a questão an- 


terior. 
Utilize a equação da regra da cadeia. 


Use a equação do plano tangente à 
superfície de nível. 


Verifique a continuidade de suas de- 
rivadas parciais de primeira ordem. 


Verifique a continuidade das deriva- 
das parciais em R?. 


Utilize o teorema da função implicita. 


Verifique a continuidade das deriva- 
das parciais e utilize o teorema da função 


implicita. 


| 4.40 | Use a equação da reta s na forma pa- 
ramétrica e lembre-se que vetores perpendi- 
culares tem produto interno igual a zero. 


Esta questão pode ser resolvida com 
o mesmo metodo do exercício anterior. Se 
for oportuno, tente de outra forma. Utilize o 
teorema da função implicita. 
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= Respostas 


(a) Defina as derivadas parciais f(x,y) e fy(x, )); 


Solução: Seja f(x,y). Então as derivadas parciais f(x,y) e fy(x, y) são definidas por 


JO +hy)= Sw») 
ne ++ 558 


fx, 7) = na a 
ço POVO = 06) 
bg) = lim 


(b) Descreva um procedimento para calcularmos as derivadas parciais fr(x, y) e fy(x, y) da função 
mo). 
Solução: Seja z = f(x,y). Para calcularmos f.(x, y) devemos tratar y como uma constante 
e derivar f(x,y) em relação a x. Analogamente, para calcularmos f,(x, y) devemos tratar x 


como uma constante e derivar f(x, y) em relação a y. 


Determine se as afirmações abaixo são verdadeiras ou falsas. Em qualquer um dos casos, 


explique. Se a afirmação for falsa, explique ou dê um contra-exemplo. 


Õ Õ 
(a) Sez= f(x,y) e E = E então =c(x+)); 


dy 
x DE FOR. 
Solução: Falso, pois para f(x,y) = e**” temos que — = — = e, 
Ox Oy 
aa DE O = ; 
(b) Sez = f(x) g(y) então as 3 =f0)g0)+f0)g'0). 


Ox 


Se 
Ox 


Solução: Verdadeiro, pois E = f(0O)g())e = = f(x)g'(y), e logo, 
y 
CL , 
dy — É L)g0) + Fls O). 
iv 
Calcule as derivadas parciais como indicado: 
(a) Usando a definição calcule f(x, y) e fy(x, y) para f(x,y) = en 


Solução: Pela definição de derivada parcial temos que 


' dh, Ji= , ) E o + h) — E ) 
fu, ) = tim Met) = 1 Or) e fy(x,)) = pa 
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dessa forma, 


f(x,y) 


Ia, y) 


E Pim Ei (e) 
DD 
h>0 h 


(Gu +Dy-(+n)y-xy+ xy 
lim >—"—]D"D"00 2] 0 — 
h50 h 
E a + hy? — x2y — 3x2hy — 3xh2y — hy — xy? + x)y 
h50 h 





h(y? — 3x2y — 3xhy — h? 
tim HO SEO to E = lim y? —-3x2y- 3xhy — h2y 


(32 — 3x2y) + lim (=3xhy — h2y) 


y — 3x2y: 


E Ty +hy= fm) 
DD 
h>0 h 


o x(y+ hj — x (y + h) — 13 + xy 
aim h 


E RC RO e gh up N hey dry 
im" —>————— 
h=50 h 


h(2 h-— x 
E e 
O) h h50 


2xy =) 4 lim gh 
(xy po 


Dye 


EE, 


(b) f(x,y) = sen(3x) cos(x? + y2) ; f(x,y) e Fy(x, 3); 


Solução: Neste item usaremos a regra do produto e a regra da cadeia para funções de uma 


variável 
fL)) = GD cos(x” + y?) + ENG E (conte +93) 
dx dx 
E cos(3x) É (31) cos(x? +) 2) — sen(3x)sen(x? +) Ea (o? +) E 
= 3cos(3x) cos(x? + y?) — 2xsen(3x)sen(x? + E 
d da E 
fi) = sen(3x) (5 (cost +32) 
y 
— sen(3x)( — sen(x? +) Ee E +) 2) 
= —2ysen(3x)sen(x? + y?) 
(o) f(x,7) = à fil, 7) e Sy0 7); 


Solução: Neste item usaremos a regra do quociente para funções de uma variável 


E O a 
ER (noi (x2 + y2)2 
fx - tal) fa 
pt, (12 + 9272 CEEE 


(O) f(x,y) =D: fx, y) e f(x, 9). 


Solução: Neste item usaremos a regra da cadeia para funções de uma variável 


fmy) = e ne (249) = nen) 


-2y Def) 


PA E (2 +?) 


Íyla, ») 
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| Calcule as derivadas parciais e as derivadas parciais de ordem superior como indicado: 


(a) FO, >, z) = 3x? ar y? E: Dao , Íx(, ), E), PO, », z) e felx, », ai 


Solução: Neste item em cada derivada parcial usaremos a regra da cadeia para funções de 


uma variável 


3 
JE Pa] == E E. yo -227? ) = dE stho 
u —— —222 dx (3x2 +y2-222 
é y 
ota, >, z) = co O gaia e =D ) = 
312 +92 272 dy 3x2 +)y2— 27? 
I —2z 
f:0%,9,2) o. +27) = 


24/3x2 + y2— 272 dz bas Di ig 
XY 
(b) FO, X, z) = 5 Íx(x, ), E Íy0, X, z) e fix, X, Rd 
XE V+Z 


Solução: Neste item em cada derivada parcial usaremos a regra do quociente para funções de 
uma variável 


Ea E y(x+y+7)—xy a v +yz 
duo (x+y+27? (x+y+2)? 
Ar e x(x+y+7)—-xy - nr 
RSA (x+y+2 (x+y+2? 
Cite O(x+y+27)- xy - —xy 

Espana (x+y+27? (x+y+2)? 





' o 7 Ô of 
(c) F(x,y,2) = e*sen(yz) ; fxyz = ONO UE [5 3 [5 2% 
Solução: Neste item usaremos a regra da cadeia e do produto para funções de uma variável 


= e'sen(yz) 


ôx 
o [01] d x 

3 [5º] = e“ cos(yz) o = ze" cos(yz) 

ô ô d 

E [5 (5º) = e“ cos(yz) — ze"sen(yz) (02) = e“ cos(yz) — yze“sen(yz) 


no 


a EE 


d ; : 
CD Vejo Rea 0z0yóx' 


Solução: Neste item usaremos a derivada da função polinomial e a regra do quociente para fun- 























3 2 
ções de uma variável. Determinemos inicialmente EE = - a = Ra = 9x (5º). 
Bi Es 
dy (+27? 
(5) - a Eme |- ED 
óxloy) oàxiy+22) +27? 
a o 
ôx lôxôy) (y+27? 
of of ô of 
lcul ——E— — = 
animes Ozdydx dz (55x) óz [55 (5º). 
of R 2x 
dx y+2z 
02f os =2x 
dydx — ôx (+22)? 
S(PP) FP 2000 +20) 
Oz loóyôx) Ozôyôx (y +27)! 
Bx(y +22) 8x 


+20)! (+22 


45| Seja z = f(x, y) uma função com derivadas parciais no ponto (x9, yo) E Dy. Responda 
as seguintes perguntas, lembrando que o gráfico da função g(x) = f(x, yo) é a interseção do plano 
y = yo com o gráfico de f(x,y). 


Õ 
(a) Qual é a interpretação geométrica de Lo yo)? Explique e desenhe; 
E 


Õ 
Solução: Ea yo) é o coeficiente angular da reta tangente ao gráfico de g (curva C) no 
ponto (xo, Yo, Í(Xo, Yo)). 
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Observe que (x Yo) = tga. 
x 


2 
25 
(b) Para f(x,y) = -— — y2? + calcule a inclinação da reta tangente ao gráfico de g no ponto 


1 1 
> Lfl= 1]. 
e s(g1) 
= ad dE ; l 1 
Solução: A inclinação da reta tangente ao gráfico de g no ponto (xo, Yo, Z0) = > lr > 1 
é dada por 
óf 


Da eat est pe ad 
Ox X0, YO A X0 Ox oa = a 


Õ 
(c) Interprete geometricamente (xo yo). Explique e desenhe. 
ey 


Solução: A interseção da superfície z = f(x,y) com o plano x = xo é o gráfico da função 
h(y) = f(xo, 7). Logo, A'(yo) = dy (0: Yo) é o coeficiente angular da reta tangente ao gráfico 


de h (curva C) no ponto (x9, yo, f(Xo, Y0)). 





(xo. Yo) 


Õ 
Observe que Ee vo) = tga. 
y 


RI 


[9 Considere a função 


Dai 
DO e (4,9) + (0,0); 
me (8) 


0 se (x,y) = (0,0). 


(a) Calcule f(x,y) e fy(x, y) para (x,y) £ (0,0); 


E Do) 


assim 
x +y2 


Solução: Como (x, y) + (0,0), temos que f(x,y) = 


dy - Cóyrs)-GÊrr) (ya) da 
des O so 


(3x2y — y*)x? + (3x2y — y*)y? — (2x2y — 233)x? 
(x? dE y2)2 


x(3x2y — 2 — 2x2y + 23º) + (3x2y — yº%)y? 
(x? + y2)2 


E GD ay as 
(x2 + y2)? (x2 dy?) 





xy dt Zn ar y o y( E ad J y*) 


GP+PPO (+) 
Br E (12 +32)? 


x2 (x? — 3xy?) + (o — 3xy?)y? — (Que? — 2xy?)y? 
(x? E y2)2 





EQ Ir) 4 aa?) 3a! 
RR o (x2 + 92) 


xº o 4x)y? = xy! E x (x! pa a Es, y*) 
Cos Do 
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(b) Use a definição e calcule f,;(0,0) e f,(0,0). 


Solução: Da definição de derivada parcial temos 


FCO + 1,0) — f(0,0) 
h 


f(0,0 + h) — f(0,0) 


+(0,0) = li 
f0,0) lim z 


e $,(0,0) = tim 


dessa forma, : 
e O) 
Os O 





JO h>0 h h50 h 
0 
= im 0 
RO Ti 
OD) = 00) 
: = lm>D——— + to 
y(0,0) a h 
0 
O =) 
Es E 
O ro 


5) Considere a função dada em (8) e responda as seguintes perguntas: 


(a) Use a definição e calcule f;y(0,0) e fyx(0,0); 














Solução: 
De P(A, 0) E Íy(O, 0) 
X , = , = li E 
Pya(0,0) 0x0y OLD) ADO h 
hº 
O) 
Ene 
no h 
= fi O ia 
h50h  h50 
02 f fe(0,h) — fe(0,0) 
x , = , = li = 
Py(0,0) dydx 0,0) ADO h 
—hº 
— 0 a 
= lim = lim e =—] 
h>0 h50 h 


o 


(b) 


EEB Sejam f(x,y) = e sen(y) e (x9,Y0) = o. a 


(a) 


(b) 


Usando o Teorema de Clairaut (veja página 817 do livro) e o resultado do item (a), o que 
podemos concluir sobre f;y e fyx? 


Solução: Podemos concluir que a derivada mista f,, ou a derivada mista f,, ou as duas 


derivadas mistas não são contínuas em (0, 0). 


4 


Mostre que f é diferenciável em (x9, yo): 


Solução: Usaremos o critério de diferenciabilidade, o qual diz que se as derivadas parciais 
existirem e forem contínuas em um ponto, então a função será diferenciável nesse ponto. Desta 


forma, note que 
õf 
dx 


são contínuas em qualquer ponto (x, y) E RZ, pois são produtos de funções contínuas. Portanto, 


Õ 
(x,y) = e“sen(y) e sela ») = e* cos(y) 


f é diferenciável em R2. 


Encontre a linearização L(x, y) de f em (xo, yo). Compare os valores de L(x, y) e f(x,y) no 
ponto (0.2, 0.68). 


Solução: A linearização de uma função f(x, y) é dada por 
Õ Õ 
(9) = Som) + Sm so)le = 10) + Sao so) — 0) 


Desta forma, teremos 


o) tie a)e-o+5, (05) -5) 


= e -sen(7) + e!sen (5) x + e! cos (5) ( 5) 
o 4 4 a)0 "4 


e fe 
Er O ea : 
2 4 


L(x, )) 


I 
a 
RS 
e 


Agora, comparamos os valores de L(x, y) e f(x, y) em (0.2, 0.68). 


V2 x 
— (0.2 + 0.68 - + 1) 


0.7741 


L(0.2,0.68) 


IR 
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enquanto que 


eº2sen(0.68) 
0.7680 


F(0.2,0.68) 


IR 


Comparando os resultados, obtemos |f(0.2, 0.68) — L(0.2,0.68)| = |0.7680 — 0.7741| = 
0.0061. Podemos observar que L(0.2, 0.68) é uma boa aproximação de f(0.2,0.68), pois o 
erro absoluto foi de aproximadamente 102. 





5) Considere a função f e o ponto (xo, yo) dados na questão 7.1. 


(a) Encontre a equação do plano tangente a da reta normal ao gráfico de f no ponto (xo, yo); 


Solução: Sabemos que a equação do plano tangente ao gráfico de f no ponto (xo, yo) é dada 
por 


O O 
z = f(xo,)0) + tm Yo)(x — x0) + Ea Y0)(Y — Yo). 
io dy 


Dessa forma, 


o) Eogo-m-Zo)p-5 


es ox ("4 4 4 
O (xs +1) 
=D Dn ; 
Sá 2 "4 


Também sabemos que a equação da reta normal ao gráfico de f no ponto (xo, yo) é dada por 


Õ Õ 
(x, 7,2) = (x0, 0, f(Xo, Y0)) + T [5 (xo Y0), ei (xo, Yo), a), TER, 
A oy 


ou seja, 
Õ 
= xo + 75L (10,90) 
X 
Õ 
o de vo + SÉ (xo, 0) 
y 
E = O 
Assim, 
5 x x OP my Of pm 
DE (0.7.4 (0.5) += (5 (0.5). 5É (0.5). ) 
m ND) [N2 2 
E [65 5) (EP) rem 
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ou seja, 


V2 

XxX = Ro O 
4 2) 
V2 

= RR É 


(b) Se (xo, Yo) varia até o ponto (0.2, 0.68), calcule o diferencial dz e o acréscimo Az de f em 
(xo, Yo). Compare os resultados obtidos; 


Solução: O diferencial e o acréscimo são dados respectivamente por, 


o 
Ox 


Az = F(xo + h, yo OS) = (MO YO): 


dz 


Õ 
(xo, Yo)h + (xo Yo)k 
y 


Neste caso, (x9, Yo) = o. ) Assim, 


dm 
= ja co 
e (0.5) a (0.4) 
2 
= Ds Ba, 


Az = r(0+n5+%)-1(0,5) 


Uma vez que (0, a) varia até o ponto (0.2, 0.68), temos 


h=02ek=0.68- 


Logo, 
2 2 
Rss 2 02482 (0.68 E 3) = 0.06689 
2 2 4 
e õ 
2 
e (5 nGi= 5) -S = -0.69261. 


(c) Descreva a diferença entre dz e de Az para uma função f(x,y) qualquer. 


Solução: dz é a variação da linearização L(x, y) quando (xo, yo) varia até o ponto (xo +h, yo+k) 
e Az é a variação da função z = f(x, y) quando (xo, Yo) varia até o ponto (xo + A, yo + k). 
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1) Justifique suas respostas para as seguintes perguntas: 





il 


Õ Õ 
(a) Disseram-lhe que existe uma função f(x,y) com derivadas parciais (a y) e ay y) 
x By 
descontínuas em (xo, Yo), que é diferenciável em (xo, yo). Você deve acreditar nisso? 
Solução: Sim. 


Justificativa 1: Use o seguinte resultado: 


Sejam f: Ac Rê? » Re(x0,)%) € 4. Se as derivadas parciais existem e são 
contínuas em (xo, Yo) então f é diferenciável em (xo, Yo). 


Logo, se as derivadas parciais são descontínuas então a função f pode ou não ser diferenciável. 


Justificativa 2: Apresente um exemplo: 





Considere 
2 2 
f(x,y) = (x* + yº)sen [2] se (x,y) £ (0,0) 
É se (1,7) = (0,0). 
Então, 
2x 1 

= » 2 sen (15 & 3) T 2+7 cos [= =) se (x,y) £ (0,0) 
| ; se (x,7) = (0,0). 


Õ Õ 
Entretanto, o limite lim Ea t) não existe. Logo, ar não é contínua em (0, 0). 
150 0X Ox 


Por outro lado, 


h, k) — f(0,0) — fx(0,0)h — 0,0)k 1 
F Ch, ko) — F(0,0) — fx(0,0)h — f(O,0)k a ] 
(h,k)=(0,0) HA, k)|| (h,k)=(0,0) h2 +k? 


E 


Logo, f é diferenciável em (0, 0). 


(b 


Na 


Toda função descontínua não é diferenciável? 


Solução: Sim, pois esta afirmação é a contrapositiva do seguinte resultado: Toda função 


diferenciável é contínua. 
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(c) 


(d) 


Existe um plano tangente ao gráfico da função 


xy? 


fwy)=| + 
0 se (x,y) = (0,0). 


se (x,y) £ (0,0); 


no ponto (0, 0,0)? 


Solução: A hipótese para que exista o plano tangente ao gráfico de f em um ponto dado é que 
a função seja diferenciável nesse ponto. Portanto, verifiquemos se f é diferenciável em (0,0). 


of Es 5 F(h,0) — f(0,0) + 5 a 
ap a h no 
ER REAR k a 
Assim, 
mm LUI 10.0) — 100 10,0 
(ha )=(0,0) HCA, k)|| 
= Jim Ah = lim G(h,k) 
MO (pr RNA MOO) 
Entretanto, 


1 
lim6(0,0) =0; limG(L,t) =—, 
RE 
Re limit li 
o que implica que o limite o 
Portanto, f não é diferenciável em (0,0). Logo, não admite plano tangente no ponto (0, 0, 0). 


G(h, k) não existe. 


Para algumas superfícies, a reta normal em quaisquer de seus pontos passa por um mesmo 


objeto geométrico. Qual é o objeto comum para a esfera? 


Solução 1: Sejam S uma esfera, P um ponto de S, O o centro desta esfera e T,S o plano 
tangente à S no ponto P. De fato, seja r uma reta normal à esfera em P - note que r 1 T,S. 
Seja OP um raio de S. Este é perpendicular à TpS; logo, OP está contido na reta r. Daí, 
comcluímos que r passa por O. Como r foi tomada genericamente, concluímos que todas as 


retas normais à esfera passam por O. 
Solução 2: Considere a esfera de centro (a, 8, ) e raio r então 


(1-2 +0y-BP+(2-y)) =" >2=y+y"-(x-02-(y-B2, 2>0. 


Por outro lado, seja (xo, Yo, Z0) um ponto da esfera (para z > 0). Então a equação da reta 


normal passando por (xo, yo, Z0) é dada por 
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MS ro-r(25S) (9) 


Z20-Y 

e mr (258) (10) 
Z20-Y 

Z = Qo—T. 


Logo, 7 = zo — z. Substituindo em (11) e (10) obtemos 





XQ— X XQ—U 
——— = > DD X=Q,Z=Y 
an = Zo—Y 
Yo =) das 

= > DD )yY=q,Z2=7. 
es () at Zzo—Y 


Portanto, (x, y, Z) = (a, 8,Y) (centro da esfera). 





d 
(a) Sejaz = f(x,y) com x = x(t) e y = y(t). Enuncie a regra da cadeia para calcular - Aplique 
a regra na função z = In (=), com x = cos(t) e y = sen(t). 
x 
Solução: Regra da Cadeia (Caso 1): seja z = f(x, y) uma função diferenciável em (x, y), com 
x = g(t)ey = Ah(t) funções diferenciáveis de t. Então f(x(t), y(t)) é uma função diferenciável 


det e 
dz df dx df dy 


dt Ox dt Oy dt 


E = (o(E) gm (0(2) gem 





Assim, 


sen(t) cos(t) 
cos(t) sen(t) 








= e - (—sen(t)) + A - cos(t) = 
x y 


= te(t) + cotg(t). 


Õ 
(b) Seja z = f(x,y) com x = x(s,t) e y = y(s,t). Enuncie a regra da cadeia para calcular = e 
s 


ô 
Em Aplique a regra na função z = sen(2x +3y),comx=s+tey=s-t. 


Solução: Regra da Cadeia (Caso 2): suponha que z = f(x,y) seja uma função diferenciável de 
xey,comx=g(s,t)ey = h(s,t) funções diferenciáveis de s e t. Então 
Õs Dx OS Oy vos 
ot dx Ot dy dt 
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Assim, 


EH 


(a) 


(b) 


Oz Ô ô Õ Õ 
ERC ae o sad pets 2 p EC a 
as 2x (sen(2x + 3y)) BE ds +) + 2» (sen(2x + 3y)) as (s—t) 
= 2cos(2x+3y):1+3cos(2x+3y)-1 
= 5Scos(2x+3)y); 
Oz Ô o Õ Õ 
E dE qe e ne nm E 
7 2x (sen(2x + 3y)) E (s +) + 2 (sen(2x + 3y)) E (s—t) 


= 2cos(2x+3y):1+3cos(2x +3y)-(-1) 
= —cos(2x +3)). 


Descreva a diferença entre a forma explícita e a forma implícita de uma função de duas variáveis 


x e y. Dê um exemplo em cada caso; 


Solução: Nas funções explícitas temos uma forma de determinar o valor de z em termos de 
x e y, ou seja, temos z = f(x,y). Já nas funções implícitas, o valor de z é obtido de x e y 
através da resolução de uma equação da forma F(x,y) = 0. 


Exemplos: 
Forma explícita: seja f uma função tal que f(x,y) =x? + y2. 


Forma implícita: seja y = y(x) uma função diferenciável dada implicitamente pela equação 
Ptxtx=3. 


d 
Se F(x, y) = 0, enuncie a regra da cadeia para calcular implicitamente — Se F(x,y,2) =0, 
x 
ô Ô 
enuncie a regra da cadeia para calcular implicitamente x E = Dê um exemplo em cada 
X My 


caso. 


Solução: Suponhamos que uma equação da forma F(x, y) = O defina y implicitamente como 
uma função diferenciável de x, isto é, y = f(x), em que F(x, f(x)) = O para todo x no domínio 
de f. Se F é diferenciável, podemos aplicar o Caso 1 da Regra da Cadeia para diferenciar 
ambos os lados da equação F(x, y) = O com relação a x, já que x e y são funções de x, obtemos 


0F dx 0F dy 


Ox dx dy dx 


86 


dx oF d 
No entanto, — = 1, então se — 0 resolvemos para a e obtemos 
dx dy dx 


oF 
dy Ox 
dx oF 
dy 


d 
Exemplo 1: Determine — se ycos(x) = x2 + 2. 
pa 


Solução: A equação dada pode ser escrita como 
F(x,y) = ycos(x) =x? — y? =0 


e dessa forma, da equação 


oF 
dy - Ox 
dx oF 
dy 


teremos, 
dy  C-ysen(x) — 2x) — ysen(x) +2x 





dx cos(x)-2y — cos(x)-2y 
Suponhamos agora que z seja dada implicitamente como uma função z = f(x,y) por uma 
equação F(x,y,z) = O. Isso significa que F(x, y, f(x, y)) = O para todo (x, y) no domínio 
de f. Se F e f forem diferenciáveis, utilizamos a Regra da Cadeia para derivar a equação 


F(x,y, 2) = O da seguinte forma: 


OF Ox OF dy OF dz 


RES NESE 
Ox Ox Oy Ox Oz Ox 
Entetanto, 
Õ Ô 
—()=le—0)=0, 
o o a) 
portanto, essa equação resulta em 


OF  0F dz 
Ox Oz Ox 


OF Õ 
Se — + 0, resolvemos em ces Daí, obtemos 
Õz Ox 


oF 
ôz Ox 
dx 0F' 
Oz 


Analogamente teremos 
OF Ox OF dy OF dz 


ôx dy Oy dy O Oy. 
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Entretanto, 
Õ o 
—W=le—G)=0, 
23” e sn 


portanto, essa equação resulta em 


gi uia 
dy Oz Oy 
Se a * 0, resolvemos em Es e obtemos 
Oz dy 
oF 
Oz y 
dy OF 
Oz 
Exemplo 2: Determine ea ê a see” = xyz. 
Ox Oy 


Solução: A equação dada pode ser escrita como 
F(x,yz2)=e'-xyz=0. 


Dessa forma, das equações 











oF oF 
Oz Ox dz. 0y 
dx 0F “gd OF 
õz dz 
obtemos 
dz. Cy) (vz (dz Cu) XE 
Ox e:-xy eC-xy Oy e-xy e-xy 





5 Usando a regra da cadeia apropriada, calcule as seguintes derivadas: 


(a) sa para z= > x = cos(t) e y = sen(t):; 
Solução: Aplicando a regra da cadeia, temos 


dz dz dx dz dy 
dt Ox dt dy dt' 


ge eo ú E 
a E ( sen()) + 5 Ee cos(t) 


Assim, 














js l sen(1) | 1 cos(t) | 
dt 2cos(t) Vcos(t) Eno 2 cos(t) Y sen(t) da 
dz 


dz 1 32, À 12 
mes > (8(D)) +  (cotg(t)) E 
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p 5 
(b) e para z= pisfep=i+1 
Solução: Notemos que 
d2z od (dz 
qe aa! 


dz 
Vamos calcular inicialmente E Pela regra da cadeia, temos 





dz | Oz dx Oz dy 
dt Ox dt Oy dt 
o 

dz — 2x Di a a 

dt y y2 

dz 4 E 

dt 4t+1 G+DY 

Logo, 

dz sÊ+IM? 20 +61! +4Ê 
d? (+17 (t+ D! 
dz 60 +22 +282 + 12º 
d? try 


(c) = e = para z=25-5x2-5y2,x=rcos(0) ey = rsen(6); 
r 


Solução: Usando a regra da cadeia teremos 


Oz õz Ox Oz 9 
Or Ox Or Oy Or 





-10 10 
O (e 


24/25 — 5x2 — 5y? 24/25 — 5x? — 5y? 


=> ————— (r cos? (0) + rsen?(0)) 


V25 = 512 
— -Sr(cos(0) + sen?(0)) Sr 
v25 — 57? v25 512. 


96 Ox 00 Oy 00 
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—10x 10y 


> DD w———- (-rsen(0)) -——>— [ww - r cos(0) 
24/25 — 5x2 — 5y? 24/25 — 5x2 — 5y? 
o 3r a la cos(6)sen(6) — r?sen(0) cos(0)) 
0557 
= 
Õ Õ 
(d) é o para w=xcos(yz),x=s,y=Pez=s-2. 


Solução: Usando a regra da cadeia para função de três variáveis, teremos 


ow dw Ox Ow dy Ow dz 


co e E 


cos(yz) -2s + (-xsen(yz) -z)-0+ (-xsen(yz) -y): 1 


25 cos(ts — DR) Esso sen(t?s — DE), 


ot Ox Ot Oy dt dz dt 
= cos(yz)-0+(-xsen(yz) -z)-2t+ (-xsen(yz) -y) -(—-2) 


= -—Ixztsen(yz) + 2xysen(yz) 


= (-28º + 65º)sen(st? — 21º) 


414 





Diferenciando implicitamente, calcule as seguintes derivadas: 
dy 
(a) ER para cos(x) +tg(xy) +5 = 0; 
x 


Solução: Seja F(x,y) = 0, onde F(x,y) = cos(x) + tg(xy) + 5, assim, da equação a seguir, 


podemos determinar A 
dx 
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ar ôF se õy Ga 0 
0y 
F 2 B 
RE —sen(x) + EEE o o —sen(x) + es 
Ox cos2(xy) cos2(xy) 
oF cos? (xy)x + sen? (xy)x 5 x 
dy cos?(xy) * co(xy). 
Logo, 
dy y x 
dx [ento TO] 7 fo 
2 E 
dy E sen(x) cos (xy) — y ED 
dx x 


Õz 


Õ 
(bj E a para xIn(y)+77/+72=8. 


Ox Oy 


Solução: Seja F(x,y) = 0, onde F(x,y) = xIn(y) + zy? + 7º — 8, assim, das equações a 


seguir, podemos determinar 





dz (dz 
dx Oy 

oF 
ôz Ox OF 
Ei “0F se FE * 0 

Oz 
Oz In(y) 2 
— — 2 seo, 
dx 22% se yº + 27 £ 

oF 
OR .. dy oF 
9y = ôF se E + 0 

Oz 

1 
:— +2 

Cas 
0y y2+2z 
Õz x +2y2z 3 
— => —D——— +2 0. 
3 Ro se y zy F 
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CHE Sejam f(x,y) =x? +y? e ii = cos(0)i + sen(0)j 


(a) Usando a definição, calcule a derivada direcional D, f(xo, yo) de f em (xo, yo) na direção do 


vetor ii. 


Solução: Sabemos que a derivada direcional de f em (xo, yo) na direção do vetor unitário 
ú=(a,b) é 

+ ha, yo + Ab) — 
Duf(x0, yo) = lim ml 


se esse limite existir. Dessa forma 


Duf(xoy0) = lim fo + hcos(0), yo + hsen(9)) — f(Xo, Yo) 





h50 h 
— (xo+hcos(9))2 + (yo + hsen(0))? — x2 — y2 
Duf(xo,y0) = lim RE a 
h=0 h 
- 2xohcos(8) + h? cos?(9) + 2yohsen(6) + h?sen? (6) 
Dito) = EmM="RRE ee 


b 2a 2 
Do ROS one 
E h50 h 
Duf'(x0,90) = lim(2xo cos(6) + 2yosen(O) + h) 


Duf(xo, yo) = 2xocos(0) + 2yosen(6) 





(b 


Na 


Considere g(h) = f(xo + hcos(0), yo + A sen(0)). Verifique que g'(h) = tm Yo) cos(9) + 
x 


Õ 
Fel yo)sen(6) e g'(0) = Du f(xo, Yo). Conclua que 


Õ Õ 
Duf (xo Yo) = (o Yo) cos(0) + SG Yo)sen(0). 


Solução: Como g(h) = f(xo + hcos(6), yo + A sen(0)), pela regra da cadeia tem-se 


A dg of dx oOfdy 

NES ES E ES Esqui es 

So a GRAMA 
= 2x-cos(0)+2y-sen(6) 


Mas, x = xo + hcos(0) e y = yo + hsen(0). Logo, 


POR ae of dy 
g (0) = 2% (0 0) + E (xo, 0) = 2xo cos(0) + 2yosen(6). (11) 
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Por outro lado, 


40) = tim 80) — 860) 

o 
in e bicos (E), oi + sen (O) rd) 
o h50 h 
= Du f (xo, Yo) 


Mas, item (a) tem-se D, f(xo, yo) = 2xo cos(9) + 2yosen(9). Portanto, por (11), obtemos 


Õ o 
Duf (xo Yo) = o Yo) - cos(0) + SEG Yo) - sen(0). 


* Faça o que se pede: 





(a) Defina o vetor gradiente da função z = f(x, y) e enuncie suas propriedades; 


Solução: Seja z = f(x,y) uma função que admite derivadas parciais em (xo, yo). O vetor 


Õ Õ 
VfCxo Yo) = [SÉtxo Yo), SEG o) 


denomina-se gradiente de f em (x9, yo). 


Propriedades: O vetor gradiente de z = f(x,y) é um vetor no plano xy que aponta na direção 


de maior crescimento da função f. 


(b) Descreva a relação entre o vetor gradiente e as curvas de nível da função z = f(x,y). 


Solução: Se f é diferenciável em (xo, yo) e Vf(xo, yo) £ (0,0), então Vf(xo, yo), é um vetor 


normal à curva de nível em (xo, Yo). 





15) Calcule a derivada direcional das seguintes funções, no ponto P na direção do vetor v: 


Observação: Sabemos que a derivada direcional de uma função diferenciável f na direção do 
vetor unitário u no ponto (x, y) é dado por 


Duf(x,y) = Vf(x,y) 'u. 


Dessa forma, nos itens a seguir, verificaremos inicialmente se o vetor v dado é unitário, se for, 


faremos u = v, caso não seja unitário, tomaremos u = TVI 
V 
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(a) f,y)=Vx2 +72, P=(3,4)ev=3i-4j; 
Solução: Note que 
Ilvll=32+(-4)2=V9+16=5 
dessa forma, 
ses qd 
Ilvil os 
determinemos agora o gradiente de f, 


X ; y : 
Eus === SE 
RR y2 Ea y2 
dessa forma, : 
4 3 4 
Vf(3,49)=——i+ ——> jo Vf(3,4) = ci+ cj 
VIZO VPsA ss 
portanto, 
3 4 
N 34 3 4 
“4 S/ 5.5 
o ao 
25 


db) fup)=e),P=(00)ev=i+j; 
Solução: Notemos inicialmente que 
Vf(x,y) = 2x0 Di - ye Dj 
dessa forma 
Vf(0,0)=0 


portanto 
Duf(0,0) = 0 


(co) f(x y)=cos(x? +72), P=(LlDev=i; 


Solução: Note que 
lvl=lI>u=v 


determinemos agora o vetor gradiente 
Vf(x,y) = -2xsen(x? + y?)i — 2ysen(x? + y)j 


daí 
Vf(1,1) = —2sen(2)i — 2sen(2)j 
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dessa forma 
Duf(LD = VfO,D-(1,0) 


(-2sen(2), -2sen(2)) - (1,0) 
—2sen(2) 


(due p= In =p PQ Rev). 
Solução: Note que 
Ivll=1=>u=v 


determinemos agora o vetor gradiente 








Pa 1... 
Vf(x,)7) = 2 1— 2 J 
x -y x2º-y 
daí 
V$IQ,3)=4i-j 
dessa forma 
DatQ23) = VIQ,3)-(0,1) 
= (4,-1)-(0,1) 
=" —1 





EPRER Considere a função f(x,y) =9-x2 —y?. 


(a) Calcule D, f(x,y) comu = cos(0)i + sen(6) j para 9 = E 
1 
Solução: u = (cos(7/3), sen(7/3)) = [> 3) Então, 


Vf(x,)) = (lo Vota) = (27-23); 


Duf(x,y) = Vf(x,y)-u 


13 
= (-2x,-2))- Ê 3) 


= -x-V39. 
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(b) 


(c) 


Calcule Vf(,D elIVÍ(I,2)II; 


Solução: Do item (a) temos que 


Vf(x,y) = -2xi — 2y) 


assim, 
VIA, =-2i-4j 
e 
IVFOA,DI = (-2)2+(-4)2 
= 245 
Ache um vetor unitário u ortogonal a V f(1,2) e calcule D, f(1,2); 


Solução: Temos queteru 1 Vf(1,2) e Ilul| = 1, dessa forma seja u = (a, b) 


nº VHL) =0=> (4,0) 1-2, -=4)=0=>0=-2b 


Daí 
Do= ul] 
= Va2+b? 
= V4b2+b? 
= 5h 
Assim, 
b 1 a P 
= =. aqa=-—-— 
5 5 
Dessa forma, 
n=[ 25 N5 
os Sr 
Note que, 
DaiL2j= Vit Zus o. 
De fato, 
qu E dO 
5-5 
E NS iss a 
ss e ss 
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(d) Discuta o significado geométrico do resultado do item (c). 


Solução: No item (c) temos que os vetores Vf(1,2) eu são perpendi- culares, o que implica 
que Dyf(1,2) = O. Portanto, a taxa de variação de f na direção u, perpendicular ao gradiente 
Vf(1,2), é nula. 


EHT) Seja f(x,y) = ye! + x In(z). Mostre que: 


Dem o 


(a) Oxôz Oz0x' 








2 


Oxôz 
US e (51) =: 





Solução: Determinemos inicialmente 





RE DEC DR 


Por outro lado, 




















of er oO for 1 
[| E 1 == | [== 
Gn e E Ozdx Oz [5 z 
Portanto, 
DEM = DEF 
dzdx  Oxôz 
0d) E A 
0220x Ozdxdz xo 
Solução: Calculemos cada uma das derivadas de ordem superior 
of o [Of l o [0 [Of l 
mi E 1 — |— | = — — |— | — =—— 
a” nto = (] == (5 (5º) z2 
gi ao OOo an OO O a 
Oz z ôOxlôz) z óôzlôxiôz q 


e finalmente 


Of x o [OFf x o [o [OFf 1 
mis pld)=-5=lolo))=-a 
portanto, 
Ga a RM Ui 
020x Ozôxôz dxdz 











' Determine se as afirmações abaixo são verdadeiras ou falsas. Em qualquer um dos caso, 





explique. Se for falsa explique ou dê um contra-exemplo. 


o 


(a) Se f(x,y) tem um máximo local no ponto (a, b) e as derivadas parciais de 1º ordem existem 
então o plano tangente a superfície z = f(x,y) no ponto (a, b) é horizontal; 


Solução: Verdadeiro, pois se (a, b) é um ponto de máximo local e as derivadas parciais 
existem, então 


of ua E 
Ro b) = 3 (a,b) = O. 


Subistituindo na equação do plano tangente obtemos z = zo = f(a, b). Logo, o plano tangente 
é horizontal. 


(b) Todos os pontos críticos de uma função f(x,y) são máximos locais ou mínimos locais de 
f(x, 7). 


Solução: Falso, pois existem pontos críticos denominados de pontos de sela, os quais não são 
máximo e nem mínimo. 


Por exemplo, para f(x,y) = y? — x? tem-se f(x,y) =-2xe f(x,y) = 2y e, logo, o único 
ponto crítico é (0,0). Mas, f(x,0) = -x? <0sex *0e f(0,y) =y? > Osey + 0. Logo, 
no disco de centro (0, 0) existem pontos para os quais f é positiva e pontos para os quais f é 
negativa. Logo, f(0,0) = O não pode ser um valor extremo de f, e portanto, f não tem valor 


extremo. 


(c 


Na 


Se Vf(a,b) = (0,0) então o ponto (a, b) é ponto crítico da função f(x,y). 
Solução: Verdadeiro, pois pela definição de ponto crítico, temos que: Um ponto (a, b) é 
Õ 
chamado de ponto crítico de f se da b) =0€e (a b) = O ou se uma das derivadas 
x By 


Õ Õ 
parciais a b) ou alia b) não existe. 
Ox 9y 
(d) Seja f(x,y) = Vx2 + y2. O ponto (a, b) = (0,0) não é ponto crítico da função f. 


Solução: Falso, (0, 0) é ponto crítico de f, pois 


of o a PAO AÇO) = (0/0) 
e li 
Vh2 [h| 


fi Ai 
Rd dt CRS0 


h —h 
Mas, lim - = le lim — = +—1 
E PR h E Ao h 


o 


h 
logo, o limite “A E não existe, o que implica que a 


Ô 
derivada parcial 0,0) não existe. Portanto, pela definição (0,0) é um ponto crítico de f. 
E 


4! Para as funções abaixo, calcule todas as derivadas de 2º ordem: 
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(a) Ff) =x2 +72; 


Solução: Determinemos inicialmente as derivadas parciais de primeira ordem. Note que 


e 
dx 2+y) 07 h2+y? 


dessa forma, 


Lv +92 -x.— 











: f NES e 
EUA = = 
a x +? [02 + 333 
Bo 1 Eadres =x) 
E = ——. . + Di o) 2 = IS 
2x0y E a Ge x DS 
92 f =) 





(x, 7) cpa) d dy E 
Oyóx 2 02 +33 


E E E A, 
Der ij 7 7 2 x2+y2 e x? 


gg e ED 
Oy? e 03 +33 





(b) F(x,)) = In(x — y) 


Solução: Determinemos inicialmente as derivadas parciais de primeira ordem. Note que 











E) = e FE (1,9) = — 
dessa forma, 
Lx) E o 
(89) = AG DECD- 
PÉ) = GEC) 
SEG) o 


(c) Jlmy)= 2x0 -3 ye 


Solução: Determinemos inicialmente as derivadas parciais de primeira ordem. Note que 


a =2e'+3ye 
dx 


x 


e Ea =2xe'-3e* 
0y 


og 


dessa forma, 


ge 





aa2 p= -SIye* 
0 Ff 
: = Deles 
dx0dy (3) E E 
def 


2307 83) = 28 +3€e* 


Z 


(d) f(x,y) = sen(x — 23). 


Solução: Determinemos inicialmente as derivadas parciais de primeira ordem. Note que 


E =cos(x-2y) e Cai =-2 cos(x — 2y) 
Ox dy 


dessa forma, 


ã 
ou ») 
92 f 
dx0y 
92 f 
dyOx 


õF 
Rd y) = 2sen(x-2y)-(-2) = -4sen(x — 2y) 
0y 


— sen(x — 2y) 





(x,y) = 2sen(x — 2y) 





(x,y) —sen(x — 2y) : (—-2) = 2 sen(x — 2y) 


0y20x' Oydxdy Oxôy? 





9» Para as funções abaixo, mostre que as derivadas mistas 


iguais. 


(a) f(x,y,7) = e *sen(yz) 








Solução: 
Õ 
E »2) = -e*sen(yz) 
Ox 
of | df Ê . 
Iculand (x,7,2) = -e*cos(yz)-z = -ze *cos(yz) 

calculando 270x | dyôx 

Sp 
93200 uz) = ge "cosbo) "E = Ze “sen(yz) 
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of 


















































—(x,y,2) = e*cos(yz)-z = ze *cos(yz) 
0y 
02 92 
calculando E Ss (x,7,2) = -—ze"* cos(yz) 
3 
Es =x RR 
ndxOR (x,7,2) = ze"*sen(yz)-z = zºe"“sen(yz) 
Õ 
a »2z) = ze*cos(yz) 
0y 
o os 
calculando — E »2) = =ze “sen(yz)-z = -z2e *sen(yz) 
3 
ax0y2 »2) = Ze*sen(yz) 
portanto, 
OR MOR fo, 1 OF 
0y20x Oyôxdy 0x0y 
2% 
(b) f(x,y) = 
Xx+) 
Solução: 
of Ouve 2a =2p 
dx (x +y? E (x +y? 
a 0º Ff oe; QuirryP= (2) Da y)ol 4z 
calculando Ss dE NO aC 
dy20x dyôx (x +)! (x +) 
Dei O ivey)p = 4203 (rey) =127 
dg = 6 ” 4 
09y20x (x + )) (x +) 
of Beam Zend 2% 
dy (x +72 E 
si O 02 f Dutra pl 4z 
a n = 5-2 He SS Ss E'i,= 
Epa p crer dy0dx0y 0x0y (x + y)! (x +) 
Of o O (x+y)-42:3-(x+y)2.10 —I2z 
Oyôxdy (x + y)6 E quapyo 
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of 

















ôy (e 
cateulinda 02 f of a O-(x +) (-22)-2x+9)-1 A 
0x0y2| 07 (or (x dep) 
Bro O (x+y))-42:3:(x +91) —I2z 
dx0y? (x + y)é (x +)! 


portanto, 
Di e MO 0h 
0y20x Oyôxdy 0x0y 














E) Mostre que a função dada satisfaz a equação diferencial indicada. 


02z Oz 


Equação de Laplace: — + -— = 
(a) Equaç p De o 


0; 

função: z =e“sen(y) 

Solução: Note que 
Faca e“sen(y) e Es = e! cos(y) 
Ox E 9y 


dessa forma, 
j 


E e“sen(y) e Ee = —e“sen(y) 
ôy 


pe 
portanto z satisfaz a Equação de Laplace, 
die Dre 
EC qe a 
dx dy 
a 027 2 027 
(b) Equação da onda: 22 HC 2 GREEN); 


função: z =sen(wct)sen(wx). 


Solução: Note que 


É Oz 
— = wc cos(wct)sen(wx) e — = wsen(wct) cos(wx) 


ot Ox 
dessa forma, 
02z 0ºz 
GR —-w?c2sen(wci)sen(wx) E —w?sen(wci)sen(wx) 
ot Ox 
portanto z satisfaz a Equação da onda, 
ot? 0x? 
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(c) 


Equação do calor: = E 
função: z=ecos (=). 
É 
Solução: Note que 
Oz Es x Oz À doa bi 
ana o: (=) e -— =--e sen (5) 
dessa forma, 
Do o Cia 
02" 0 cos (5) 
portanto z satisfaz a Equação do calor, 


de ae 


BE 





(a) 


(b) 


Defina cada um dos seguintes conceitos para uma função de duas variáveis: 


(i) Máximo relativo e mínimo relativo; 

Solução: Uma função de duas variáveis tem um máximo relativo em (a, b) se f(x,y) < 
Ff(a, b) quando (x, y) está próximo de (a, b). [Isto significa que f(x,y) < f(a,b) para 
todos os pontos (x, y) em alguma bola aberta com centro (a, b)]. O número f(a,b) é 
chamado valor máximo relativo. Se f(x,y) > f(a,b) quando (x, y) está próximo de 
(a, b), então f tem um mínimo relativo em (a, b) e f(a, b) é um valor mínimo relativo. 


(ii) Ponto crítico e ponto de sela. 


Solução: Um ponto (a, b) é chamado ponto crítico (ou ponto estacionário) de f se 


Õ Õ 
(a b)=0e (a, b) = 0, ou se uma das derivadas parciais não existir. 
x ey 


Seja 
DF der 


H = H(a,b) = Dad b) - 32º Dj= | 


92f E 
9x0y (a, ») É 


Definimos como ponto de sela, o ponto (a, b) para o qual H(a, b) < 0. 





Enuncie o teste das derivadas parciais de 2º ordem para extremos relativos e pontos de 
sela. 


Solução: Teste da Segunda Derivada. Suponha que as segundas derivadas parciais de 


Õ 
f sejam contínuas em uma bola aberta com centro em (a, b), e suponha que (a b) =0 
x 


of 


e ay (é b) = O [ou seja, (a, b) é um ponto crítico de f]. Seja 
y 


of ne 02 f 
H = H(a,b) = qo 


0x0y 





2 
(q,b) = | (a, ») ; 
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2 
(i) ScH >0€e aa2 (4 b) > 0, então f(a, b) é um mínimo local. 
x 


2 
(ii) SeH > 0€e aa (4 b) < 0, então f(a, b) é um máximo local. 
x 


(iii) Se H < 0, então f(a, b) não é mínimo local e nem máximo local. 





=) Encontre os extremos relativos das seguintes funções: 


(a) fl y)=-x)+4xy-2y2+1 
Solução: Determinemos inicialmente os pontos críticos de f, note que 
ô Ô 
a y) = Eu 4y e Ena y)=4x—4y 
Ox dy 


igualando a zero as derivadas parciais, teremos 


“3x? +4y O (i) 
4x-4y = O (ii) 


de (ii) temos que 


Ao= 
Substituindo (ii) em (i) teremos 
“37 +4x = 
x-(-32+4) = 
daí 4 
— 0 — o] 
x ou x 3 


dessa forma, os pontos críticos são 


44 
A = (0,0) e s=[5.5) 


As derivadas parciais de segunda ordem são: 


or der of df 
Ceci Mg so =4 
Dx? dy? dyôx  dxôy 
assim, A ' 
92 f 92f (4 4 
——— E —-—— |-—|=D —8, 
ap o EE) 
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dessa forma, 
H(0,0)=0-(-4)-4 =-16<0 


portanto, (0, 0) é ponto de sela. 


Por outro lado, 


E 


44 Dep 4a 
H 0 E, 0 ao | 52 a > 
(5 > o 3) <o 


44 
n( 5)=-8:(9-4-16>0, 


como 


44 
concluímos que [5 5) é um ponto de máximo local. 


big re E vo 


Solução: Determinemos inicialmente os pontos críticos de f, note que 


of 2. 9Ff 2 
En, El 
dx Ye 2) x» 


igualando a zero as derivadas parciais, teremos 


2xy) = 0>x=00uy=0 


2% y => x=) ou y=0, 


dessa forma, os pontos críticos ocorrem em: 
(0,y), yeR e (x,0), xeR 


ou seja, os pontos críticos, são todos os pontos que pertencem aos eixos x e y. Analisemos 
agora se esses pontos são de máximo ou mínimo local, para isto, note que as derivadas 


parciais de segunda ordem são: 


92 f Es ) di ao 2 e Ri = 02 f Ee 

















E = = = 4x). 
RE dy? N dydx  0x0y E 
Para (0, y) temos 
025 pon a GUS a OEA 
—S5 =2y 5 = = =0:=* H(0,0)=0, 
Rea Oy? Oyôx Oxdy a) 
portanto pelo teste da segunda derivada nada podemos afirmar. 
Para (x, 0) temos 
ó? 9? 2 9? 
GE no an 1 -05H(0,0)=0, 


dy? Ox2 Oyôx dxôy 
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portanto pelo teste da segunda derivada nada podemos afirmar. 
Por outro lado, notemos que 


FO) =f(%0)=0e fxy)=x)+7>0Vx40e7z0. 


Logo, os pontos críticos (x,0) e (0, y) são pontos de mínimo (absolutos) de f. 





Calcule as derivadas parciais da função f(x,y) = e sen(x? — y2). 


Solução: Para avaliar a variação de f na direção x, devemos olhar para y como sendo uma 


constante. Assim, 


Õ 
(x ») = ye”. sen -y) +e” [2x - cos(e — y))] 
= ey sen(x? — y?) + 2x cos(x? — y?)] 
Analogamente, 
of xy 2, 2 xy 2 2 
3 3) = xe”. sen(xº-y)+e”[-2y-cos(x” — yº)] 


= elx sen(x” — y?) —- 2ycos(x” — y?)] 


Determine se as derivadas de segunda ordem f;y e fyx da função f(x,y) = x 3? sen(x? — 
3yº) são contínuas e verifique o teorema de Clairaut para a mesma. 


Õ Õ 
Solução: Inicialmente, vamos determinar = e o Temos, 
x y 


Õ 
(6,9) = o . sen(x? — 3yº) + xy - [2x cos(x? — 3y3)] 


E sen(x? — 3y*) Pos cos = 3y3)] 
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Ô 
Ela P = 3xy? . sen(x — dy a xy “[-3. o cos(x? — 3y3)] 


3xy? - sen(x” — 3yº) — 15xy” cos(x? — 3yº) 


Calculando f,.,, temos 


o [O Õ 
fry(x,)) = 3 [seo ») = Es (1º . sen(x? — 3y*) + 23% cos(x? — 33º) = 


= 3y”. sen(x” — 3yº) + yº[-15yº cos(x” — 3y)]+ 


6x cost =3y)+2y x [6159 Mcsentx = 39") 


Assim, 
Poy(x,)) = (6yx = 15 cost = 39º) +40" +30xy') sen(x” = 3º), 
Analogamente, 
o [O ô 
fya(%,)) = 5 [556x0)) = ax (3x2? - sen(x? — 3yº) — 15xy! cos(a? — 39º) = 
= 3y? . sen(x? — 3yº) + 3xy*[2x cos(x? — 3y)]+ 
= 15% cosy =37) = 1517 Om sendo = 399) 

Assim, 


Px (0,7) = (6y2x2 — 15) cos(x” — 3y*) + (3? + 30x?y”) sen(x? — 3º). 


Como fx, e fyx são resultados da soma de produtos de polinômios por composição de funções 
trigonométricas contínuas com polinômios, tais derivadas são contínuas. Além disso, os cálculos 


acima mostram que f«y = fyx, O que verifica o Teorema de Clairaut. 





1») Encontre a equação do plano tangente ao gráfico da função f : R? +» Rtal que f(x,y) = 
3x? — 8y? no ponto (5, 7). 


Solução: A equação do plano tangente ao gráfico de uma função f : R? +» R no ponto (a, b) é 


dada por 
ô ô 
z— f(a,b) = o b)lx — a) + a b)(Oy — Db) 
Ox dy 
Se as derivadas parciais de f existirem e forem contínuas em um disco D contendo (a, b). Como 
Õ 
a y) = 6x 
Ox 
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ô 
SL 3) ==16y 
y 


são contínuas Y (x, y) E RZ, a equação do plano tangente no ponto (5, 7) fica determinada por 


ô Ô 
z— (5,7) = LSD ph O nr 
x dy 


o que implica 
z+317=30(x-5) - 112(y = 7) 


SER 2 te 
4) Determine uma aproximação linear para a função f(x,y) = — no ponto (—3, —5). 
XT) 





Solução: Inicialmente, vamos determinar as derivadas parciais de f no ponto (—3, —5). Temos 


DF) = MAP) InR A) At + a) 
Ox A = (x2 +72) o (x2 + y2)2 
e 
05 (4) = É) xt) 2OÊ 423) 
dy »Y) = (x2 + y2)2 = (102 + 92)? , 
Assim, 
Me cn CNC 
dx (9+25)2 32 o 342 289 
e 
ôS (os Eos 29-60) 102 3 
dy o (9 + 25)2 o 342 Cao 4. 


Como as derivadas parciais de f existem e são contínuas em qualquer disco que não contem a 
origem O = (0,0), A equação do plano tangente ao gráfico de f no ponto (—3, —5) é dada por 
NS) E ndo lo E +5) 
e o E à 
É 289 34 
Se consideramos a função g(x, y) = z, temos que tal função é linear e, além disso, f(x,y) — g(x,y) 
quando (x,y) — (-3, —5). Assim, g é uma aproximação linear para f, sendo a aproximação tanto 
melhor quanto menor for a distância entre (x, y) e (—-3,—5). 





ô 
* Dada a função f : R? +» R tal que f(x,y) = x?ycos(xy7), calcule (2,1) e 
of 


——(—2, 1) e interprete estes números como inclinações. 


9) 
Solução: Temos, 


Õ 
(a ») = 2xy cos(xym) + x2y(—y7 sen(xy7)). 
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Assim, 


(o, 1) = —-4cos(-27) + 4(-7 sen(-27)) = —4. 


Se 8 é o ângulo no sentido anti-horário, formado pelo plano xy e a reta tangente ao gráfico de f no 
ponto (-2,1), contida no plano y = 1, então O = —arctg(4). 


Similarmente, 


set y) = xº cos(xym) + x y(-x7 sen(xy7)). 


Assim, 
óf 
a 1) =4cos(-27) + 87 sen(-27) = 4. 
y 
Se a é o ângulo no sentido anti-horário, formado pelo plano xy e a reta tangente ao gráfico de f no 
ponto (-2,1), contida no plano x = —2, então a = arctg(4). 





“5! Dada a função f(x,y) = e (o — 2x2y + y — 1), estude o sinal da função g: R + R tal 
Õ 
que g(x) = o 1), e a partir destas informações, esboce a interseção do gráfico de f com o plano 
pel. 
Solução: Temos, 


of 


dx = Pe” qo ED err bj ai e (3x? — 4x)). 


a(x)= (x 1) et 2x) + e (3x — 4x) 


= e(w +xº-4x) 


xe(x +x-4) 


Para estudar o sinal de g, devemos estabelecer para quais valores de x temos g(x) = 0, g(x) < 0 e 
g(x) > 0. Vejamos: 
Seg(x) =0entãoxe(x2 +x-49)=05 


xe* = 0 (12) 
ou 
x2+x-4=0 (13) 
(12) > x = 0. De (13) temos, 


E TRC CIENO 


Rel 2 
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I I I 
92 ; : I I 
27º —- 2 —2 + me E + 
I I I 
I I 1 
g(x) = 01 + E + 
I I I 
= sunset: í ctty: 
1-VI7 01 Eva 
I I 
I I 


Analisando os sinais destas expressões, vemos que g(x) 20 Y x cl = [2 0] U [= +oo) 
eg(x)<0Vxel=R-h. 


A interseção do gráfico de f com o plano y = 1 é o gráfico da função h : R +» R tal que 
h() = f(x, 1) = e*(xê — 2x2). Como g(x) = h'(x), A é cresecente para todo x € 1, e decrescente 
em 17. 

h()=0>exX(x-D)=0>5x=0 
ou 
Di) = q 


Assim, estes são os zeros da função h. Como o crescimento exponencial é mais rápido que o 
polinomial, A(x) — +oo quando x > +00 e h(x) — O quando x > —oo. Observe o gráfico abaixo: 
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Dada a função f(x,y) = e*” cos(2x — y), usando a regra da cadeia, determine: 


(a) a sex)=%-ley()=2%+1. 


Solução: 
of Of dr 0 dy 
ot Ox dt Oy dt 
(ye cos(2x — y) — e? sen(2x — y)2) - 6t + (xe cos(2x — y) 


+ e? sen(2x — y))-2 

e[cos(2x — y)(y - 6t + 2x) — sen(2x — y)(2 - 6t — 2)] 
2e[cos(2x — y)(y - 3t + x) — sen(2x — y)(6t — 1)] 

= De raso =21 = 3)(6 + 38432 = 1) 

— sen(6t — 2% — 3)(6t — 1)] 

= 26 64U-Dicos(6t? — 24 — 3)(9t2 43% — 1) 

— sen(6 — 24 - 3)(6t — 1)] 


ô 
(b) a, sexis)=2+Sey(sD)=3Ist+l. 


Solução: 
of df dx 0 O 
Os Ox Os Oy Os 


e” cos(2x — y) — e” sen(2x — y)2) - 35? 


+ 


(xe cos(2x — y) + e” sen(2x — y)) - 3t 

= ecos(2x —- y)(y- 352 +3t- x) — sen(2x — y)(2. - 382 — 31)] 
3ePIcosQx —- ls +t-x)-sen(2x- y)(2-s2 —1)] 

3e CÉ+S DCD cos (ar + 82) — (3st + DIS Cst + 1) +ICQL + 8?) 
MOC es ja yes = 

= 3e6ss3st2Ê+srcos (4? + 282 — 3st — (ASH +82 +21) 


send DG 3 = DOS =1)] 


Em cada um dos itens anteriores, substitua as funções x e y, obtenha g(t) = f(x(t), y(t)) 


h 
e h(s,t) = f(x(s,t), y(s,t)), e calcule as e aa 
dt Os 


Comparando com os resultados obtidos no problema 1, o que você pode notar”. 
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Solução: Temos 
(1) = f((, y(1)) = eSP-DEHD cos (rf — 1) — (21 + 1)). 


Logo, 
g(1) = SPD cos(6r? — 2 — 3) 
e assim 


Es a (1822 + 6t — 2)e 6! $3P-21-D cos(6t2 — 24 — 3) 


dt 
— EPP) con(62 — 24 — 3124 — 2) 


= 286 53P-2-Drgp 4 3 —  cos(6t2 — 24 — 3) 
E i(or= |) sençoi = 2-0 


Por outro lado, 
h(s,) = f(e(s,0), y(5,1)) = e HDCHD cos + 83) — (3st + 1)) 


Então, 
E 4 Bm 3 
hs) = el Pe PD ond De sam =) 
e assim 


9h 
CD = (641281435 CPBÍNASO cos(42 + 282 — 3st— 1) 


Õs 
— est 3ÍmIÊAS con(442 4253 — 3st — 1)(652 — 31) 


4 PA 
= 36" smÊAsroS 4 49% + 52) cos(42 + 28º —3st— 1) 


= (Os e qsentas Os Ii) 


Comparando com os resultados obtidos no problema 1, podemos notar que 


of dh 

ôs Os 
e 

9f dg 

ot dt 


Assim, vemos que a regra da cadeia pode ser dispensada para o cálculo de derivadas de funções 


compostas em alguns casos. Entretanto, para muitos outros problemas ela é essencial. 


E Sez= f(x,y) tem derivadas parciais de segunda ordem contínuas, e x(u,v) =2u? — ve 


2 
v(u,v) = 3uv?, determine Of 
ou? 
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s Õ 
Solução: Inicialmente, vamos determinar x Temos: 
u 


of 91 dx df dy 


du dx E du 


õf O do 
E Cap sa 
2% as 3v 
Então, 
E a ON 
ou? dulôu 
= condi a 
= (E Si 3º) 
o [of df, 
E > (5 du) + SS 3º) 
E fo of à air » Of À 2 
E e pese | uid E Se (ele) RL 
5 (58) “* 9x9 a da im (56)- dá “ 9 du (3?) 
o (of of Rio 
E «os fee |udujde ps os 
e (5E] gi 3 (8) 
A Da pao , 
Como dx e am também são funções de u e v, precisamos aplicar a regra da cadeia a estas 


funções. Assim, 





2 2, 2) 2 
ape o 




















du lóôx) Ox du Oyôx du Ox E dyôx 
Ê 
o [0 of Ox df O õ2 9? 
opor = do dE ca ir Ra > (15) 
du lôy) Oxdy du Oy? du Oxdy 0y? 
Portanto, 
Ê 
Pr PÇ a aL O (9) ay 
du? - ôx Ox x dy 
o2f ue On O OR qdo 2 
= [Sud | edu a audio an a 
= EE 3. o ei EA SR 
92 õ2 
Pelo teorema de Clairaut, Sd = Sr então 
o2f id o2f Bi | O BM a 2 
E rm a pes Ra o 
du? [sê ai 0x0y 3, ia [5 E dy? g | É 
o2f RE e OR Ra 
= ló a Dr uv 0 
x? ç dxdy Fa Ox Oxdy di dy? º 
2 2 
= É gi -16u? 2, EF 9y* E -24uv? Ea 
0x2 y? “GE dx 
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55 Dada a função F(x,y, 2) = 10x? — 3y? + 472, determine as equações do plano tangente 





à superfície de nível F(x, y, z) = 2 no ponto (—1,2, —1) e a equação da reta normal à esta superfície 


no mesmo ponto. 


Solução: A equação do plano tangente à superfície de nível F(x, y, z) = k no ponto (xo, Yo, Z0) 
é dada por 


Fy(xo, yo, Z0) (x — x0) + Fy(xo, Yo, Z0)(Y — Yo) + Flxo, yo, Zo)(z — zo) = 0. 


Como, 
Fx, y, 2) = 20x > Fu(-1,2,-1) = —20, 


F,(0%,),2) = —6y > Fy(-1,2,-1) = —12, 
Eloy) =Sr= EM-L2-D=s, 
A equação do plano tangente à superfície de nível 10x? — 3y? +47? =2 no ponto (-1,2,-1) é dada 


por 
20(x+D+1Xy-D+8(Z+D=O. 


Observe que a reta normal à superfície F(x, y, z) = 2 no ponto (—1,2, —1) tem a mesma direção 
do vetor diretor do plano tangente neste ponto. Portanto, a equação paramétrica da reta normal é 
dada por 
r(t) = (-1,2,-1) + +(20, 12,8). 





* Mostre que a função f(x,y) = te(xy) é diferenciável. 


Solução: Observe que o domínio de f é o conjunto D, = ((x,y) € R?|xy 4 Qn+1)Z,ne Z). 
A função f é diferenciável se o é em todos os pontos de seu domínio. f é contínua, pois é a composta 
das funções contínuas g(x) = te(x) e A(x,y) = x). 


Vamos verificar se f é de classe C!: 


Õ 
a (1,7) = sec(xy), 
Exa 


õf 


(5,)) =x sec? (xy). 
ôy 


Como a função u(x,y) = sec?(xy) é a composta de funções contínuas, tal função é contínua 


no conjunto D,. Além disso, o produto de funções contínuas é uma função contínua. Portanto, as 
derivadas parcias de f são contínuas, e assim f é diferenciável. 
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5) Determine o conjunto dos pontos em que a função 
3 


f(x, )) = o se (x, 7) £ (0,0) 


0 se (x,7) = (0,0) 
é diferenciável. 
Solução: f é contínua, pois 
limitada 
y 
lim o: lim xy. =0, 
(1,))>(0,0) ts * ()>000) ais y2 


pois g(x,y) = +. é limitada e lim xy = O. Assim, vamos estudar a continuidade das 
x2 +) (1,))=(0,0) 


derivadas parciais de f: 


Se (x,y) (0, 0), temos 





dE dy = agia cy (a DO 
Co: + 
e 
of ) 3xy?(x? + y?) —2): Das 3y? x + xy* 
e DO A DSO * 
A (2 +92? (2 +92? 
Se (x, y) = (0,0), então 
a 0)>(0,0) x—0 (x,0)>(0,0) x 
e 
— 0-0 
5 040)= li F(0,) — F(0,0) e si 
(0, E 0) p=ú (0)>(00) Y 


Como as derivadas parciais de f são quocientes de polinômios, elas são contínuas em R? — ((0,0)). 
Vamos verificar a continuidade em (0, 0). 





9 2a á Ban 
tm. qe ta da que aa 
(1,))>(0,0) Ox (1,)>(00) (x2 +72)? (ay) x2+y2 x2+y 
Ea E 
ois g(x, )) = ne h(x,y) = são limitadas e lim =() 
Pro 2+y? é 2+y? (x)>(0,0) K 
Analogamente, 
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Fá 3 ay" o dO 
lim = (x,)) = lim DONO = lim X: 2,423 3 
(1,))>(0,0) Oy (x,)>(0,0) (x2 + y?) (1)>(00) x2+y72 x2+) 


=0, 
2 


2 2 
: y : à Rue E RR : 
ois g(x,y)=—>—— e j(x,y) = são limitadase lim x=0. 
pois g(x, y) Ens I(x,)) Ro po 


Portanto, a diferenciabiliade de f em todos os pontos de R? segue da continuidade de suas 
derivadas parciais. 
Mostre que a equação 


3x2y + senZy =x 


define implicitamente pelo menos uma função y = y(x) com y(0) = O. Expresse — em termos de 
ey: 


Solução: Seja F(x,y) = 3x?y + sen2y — x. Temos 


F 
dE as =6xy-1, 
Ox 


F 
——(x,)) = 3x? + 2 cos 22. 
0y 
: 1 F aee RD 
Assim F é de classe C'. Como F(0,0) = 0 e ay (O 0) £ 0, pelo teorema das funções implícitas, 
y 
existe um intervalo 


U=(-€,e2) ee >0 
e uma função y:U > R tal que F(x, y(x)) = O para todo x e U, y(0) =0 e 





dr a N 6xy-1 
dx ss — 3x2+2cos2y 
Mostre que a equação 
E HIy+Z 


+6xyz=1 

define implicitamente pelo menos uma função z = z(x, y) com z(0,0) = O. Expresse — e 
x 

termos de x, y e z. 


— em 
0y 
Solução: Seja F(x,y, 2) = e2*3+: + 6xyz — 1. Temos 


F 
= 26 VE 4 Gyz, 
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oF 
ae 7) = 3 4 6xz 
EV 


OF 
as Qu) e 
Z 


Assim, F é de classe C!, pois suas derivadas parciais são soma de funções contínuas. Como 
OF 

F(0,0,0) = 0e —(0,0,0) 0, pelo teorema das funções implícitas, a equação F(x, y, z) = O define 

implicitamente uma função z = z(x, y) satisfazendo z(0,0) = 0 e F(x,y,z(x,y)) = O para (x,y) 


pertencendo a um aberto de R? contendo (0, 0), e 


OF 
Oz = De A3y+z + 6yz 
Ox x e2x+3y+z + 6xy 
oF 
Ôz à Je + 6xz 
dy a e2x+3y+z + 6xy É 


1) Determine as equações das retas que sejam tangentes à elipse 2x2 + y? = 3 e paralelas à 





reta 2x + y = 7. 


Solução: Sejam r; e r2 as retas procuradas tangentes à elipse. Sabemos que estas retas têm a 
mesma direção de sua paralela s, dada por s : 2x + y = 7. Vamos escrever esta última em forma 


paramétrica: 
2x+ty=1>y=-2x+7, 


então 
sG):(x,-2x +D) > s(00): (0,7) + x(1,-2). 


Logo, a direção de r; e r> também é dada pelo vetor (1, —2). Seja (xo, yo) um ponto de tangência. 
Se F(x,y) = 2x? + y?, então, pela regra da cadeia, o vetor gradiente de F é ortogonal à todo curva 


contida na curva de nível F(x, y) = 3. Em particular, 


VF(xo Yo) * (1, -2) = 0. 


Portanto, 
(4x0. 270) * (1, —2) = 0 => 4x9 — 4y0 = 0 > xq = Yo. 


Como (xo, Yo) pertence à curva F(x, y) = 3, temos 


2 Di z Dis = 
2x9 +) = 35 2x5+210=3 5 x0 = +1. 
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Assim, as equações das retas procuradas são dadas por: 


rt = (yr =2) 


pio =( LL Dedo. 
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Determine as equações das retas que sejam tangentes à curva x? + xy +? = 7 e paralelas 


areta 4x +5y = 13. 


Solução: Este problema poderia ser resolvido exatamente com o mesmo método do problema 
anterior, mas vamos aplicar aqui o teorema das funções implícitas e assim explorar uma nova técnica. 


Seja F(x,y)=x2+xy+)” — 7. Temos, 


F 
EA W=2x+9, 
Ox 


F 
E = ye 
0y 


Logo, F é de classe C!, pelo teorema das funções implícitas, para qualquer ponto (a, b) com 
9F 
Elab) = 06 RR b) + O a equação F(x, y) = O define implicitamente uma função y = y(x) na 


vizinhança de a com y(a) = be 


dy ar 2x +) 
==". 
dx o 27 +x 


Sejam r; e r2 as retas procuradas tangentes à curva F(x,y) = O. Sabemos que estas retas têm 
o mesmo coeficiente angular de sua paralela s, dada por 4x +5y = 13 5 y = —êx + , Então, 
devemos encontrar os pontos (a, b) pertencentes à curva F(x, y) = O tais que 


dy 4 
qu 
Assim, A 5 ú 
a + 
=]DD—— =—— — 2 =— . 
a en o 8hb+44>2a=b 


De F(a, b) = O temos 


a+ab+b-7=0502+202+442=7>5a=+1 


Portanto, as equações reduzidas das retas rj e r2 são dadas por 


4 
RE 
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y+2=-S(141). 


4.42 


(a) Escreva uma expressão definindo a derivada direcional de f em (xo, yo) na direção do vetor 
unitário u = (a, b). 


Solução: A derivada direcional de f em (xo, yo) na direção do vetor unitário u = (a, b) é 


F(xo + ha, yo + Ab) — f(xo,y0) 


Da (xo v0) = lim E 


se esse limite existir. 


(b) Como interpretá-la como taxa de variação? Como interpretá-la geometricamente? 


Solução: Consideremos uma superfície S com equação z = f(x,y) etomemos zo = f(xo, Yo). 
Logo, o ponto P(xo9, yo, Zo) está em S. O plano vertical que passa por P na direção do vetor 
unitário u, intercepta S em uma curva C. A inclinação da reta tangente T a C em P é a taxa de 


variação de z na direção u. Geometricamente, temos 





P(Xos Yo» Z0) 
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(c) Seja f(x,y) = x? + y?. Usando a definição, calcule a derivada direcional de f no ponto (1,1) 


o e — 
e na direção do vetor ú = [- 


1 


aa) 


Solução: Usando o item (a) teremos que 


Duf(d, 1) 





(a) Expresse D, f em termos de V f. 


lim F(xo + ha, yo E =P ONo vo) 


Io Am 
ao qa 1 + ah) fa,1) 
h=0 h 

h? h2 
le! pd ue 
lim ——————— OD — 
h50 h 

2) 
in E 
h50 h 


0. 


Solução: Se f é uma função diferenciável, então f tem derivada direcional na direção de 


qualquer vetor unitário u e 


Devi 


(b) Explique o significado geométrico do gradiente. 


Solução: No caso de uma função w = f(x, y,z) que define S como a superfície w = wo, O 


vetor gradiente em um ponto P = (xo, yo, Z0) E S é perpendicular ao vetor tangente r'(to) onde 


r(t) é qualquer curva em S tal que r(to) = P. Geometricamente temos 
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VE(Xo Vo: 20) 
plano tangente 





(c) Considere f(x,y) = a xy. Calcule a derivada direcional de f no ponto (1,2) e na direção 
do vetor à = (3,4). 


mo ZE Das Ez Z ae = 2 
Solução: Temos que f(x,y) é diferenciável em todo o R2, porém o vetor u = (3,4) não é 
unitário, logo devemos calcular o seu versor. Assim, 


(E 
Ie SS 





Portanto, segue do item (a) que: 


34 3 4 16 
Dt = VI). [5 5) =(4 1): [5 5) = 
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(68= aD [od] 


Integrais múltiplas 





Plano 


Tópicos aBordados nos exercícios 


* Definição e cálculo de integrais duplas e triplas; 
* Teorema de Fubinni para integrais múltiplas; 


* Mudança de Variável em integrais múltiplas. 


Conteúdos essenciais para a resolução dos 





exercícios 


* Integral de funções de uma variável em um intervalo fe- 
chado; 

* Teorema Fundamental do Cálculo para funções de uma 
variável; 

* Mudança de Variável na integral de uma função de uma 
variável; 

* Coordenadas Polares. 
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m— Métodos e Técnicas 





Nas questões abaixo, utiliza-se o teorema de Fubinni para 
calcular as integrais múltiplas de forma iterada. 


Exercícios 5.1, 5.2, 5.3(c), 5.5, 5.6 





Nas seguintes questões, usa-se a mudança de variáveis para 
coordenadas polares para resolver as integrais múltiplas; 


Exercícios 5.3(a,b), 5.7, 5.9 





Nos seguintes exercícios, faz-se uso da mudança de variá- 
veis para coordenadas esféricas para resolver as integrais 
múltiplas; 


Exercícios 5.4(b) 


Nas exercícios abaixo, utiliza-se a mudança de variáveis 
para coordenadas cilíndricas para resolver as integrais múl- 
tiplas. 


Exercícios 5.4(a) 


Ie, 


=— Enunciado dos Exercícios 


Calcule as seguintes integrais iteradas: 


16 VI-y? 
(a) Ii | RR 
0J0 
1/4 pcos6 
(b) | Il 3r2sen6 dr do. 
0 0 


Escreva a integral dupla nas duas ordens de integração e 
use a mais conveniente para calcular a integral . Esboce a região 
de integração. 


(a) [ Juros 5 dA, R triângulo limitado por y = x,y = 2x 


En 
(b) E -2ye“ dA, R : região limitada por y = 4- x? e 
R 
y=4-—*: 
(c) E / xdA, R: setor circular limitado por y = V25 — x2, 
R 
3x+4y=0ey=0; 


(d) IN IE (x+y) dA, R: semicírculo limitado por y = V4 — x? 
R 
en): 


Faça o que se pede: 


(a) Use coordenadas polares para calcular a integral [ Q 
R 


y?) dA, onde R : a região anular localizada entre os círculos 
W+y=lex+y=s: 
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(b) Use coordenadas polares para calcular o volume do sólido 


limitado acima por z = 16-x2 — y2 e abaixo por x? + 
y<a4; 


lpxpexy 
(c) Calcule a integral tripla iterada f | x dz dy dx; 
o JoJo 


(d) Usando integral tripla, calcule o volume do elipsóide 


4x2 +4y2 + 72 = 16. 


Faça o que se pede: 


(a) Usando coordenadas cilíndricas calcule a integral tripla 


2 pV4-x2 4 
[lo], rdedvas 
-2J)-V4-42 Jy24y2 


(b) Usando coordenadas esféricas calcule o volume do sólido 
limitado acima pela esfera x2 + y? + 2? = 9 e abaixo pelo 
conez=x2+72,7>0. 


Calcule a integral iterada: 


4 02 
(a) | (6x? — 2x)dydx; 
1 0 
1 1 
b Vx2 + y2dydx. 
o | IN Xyyxº + y-dydx 


Calcule a integral dupla: 


(a) [ E y“dA onde D é a região triangular com vértices 
D 
(0,2), (1,1) e (3,2); 


(b) [ N x cos ydA onde D é limitada por y = 0,y = x2,x = 
D 
l. 





di 





Calcule a integral dada, colocando-a em coordenadas po- 
lares: 


(a) ! E x? ydaA, onde D é a metade superior do disco com 
D 


centro na origem e raio 5; 


(b) HE E sen(x? + VA, onde R é a região do primeiro qua- 
R 
drante entre os círculos com centro na origem e raios 1 e 
3. 


No cálculo de uma integral dupla sobre uma região D, 
obtivemos uma soma de integrais iteradas como o que segue 


| Iotisvas = oq as vidas [1 es ydrdy 


Esboce a região D e expresse a integral dupla como uma integral 
iterada com ordem de integração contrária dydx. 


Calcule a integral iterada, convertendo-a antes para coor- 
denadas polares: 


3 V9-x2 
(a) Il | sen(x? + y)dydx; 
-3 Jo 


LpvEr 
(b) / JH (x + y)dxd). 
0 dy 


126 


Use o teorema de Fubini. 


Para a resolução das alternativas da 
questão esboce as regiões para encontrar os 
limites de integração e, se necessário, faça 
mudança de variável para resolver as inte- 
grais. Use o teorema de Fubini 


Lembre-se que x = r-cos0 ey = 
r - sen9. Esboce a região de integração para 
determonar os limites de integração. Dese- 
nhe a região x? + y? < 4 para determinar os 
limites de integração e, se necessário, faça 
uma mudança de variável para resolver a in- 
tegral. Utilize o teorema de Fubini para in- 
tegrais triplas. Faça um esboço do elipsóide 
para determinar os limites de integração e ob- 
serve que podemos usar simetria para calcular 
o volume desejado. 


54 | Faça a mudança para coordenadas ci- 
líndricas e utilize o teorema de Fubini para 
integrais triplas. Faça a mudança para co- 
ordenadas esféricas e encontre a variação de 
p, 9 e 4. Utilize o teorema de Fubini para 


resolver a integral. 


127 


EM Utilize o teorema de Fubinni. 


FEXD Esboçe a região de integração e analise 
a intersecção da mesma com os eixos para 


assim, obter os limite de integração. 
Lembre-se que. 
x=r-cosdey=r -sen6. 


Esboce a região de integração para determo- 


nar os limites de integração. 


58 | Esboce a região de integração para de- 


terminar os limites de integração 


FEED Faça as mudanças necessárias e aplique 
o teorema de Fubinni. 


mm MM espostas 


ESSA Calcule as seguintes integrais iteradas: 


E 
(a) ni RE 
0J0 


Solução: Iremos fazer os cálculos naturalmente, integrando primeiro em relação a x e depois 
em relação a y, 


Le Ny1-y2 
o (x +y) dx dy 
040 


Il 
ss 
— 

2) 
+ 
s 
S 
CT 











n/4 pcos6 
(b) | | 3r?sen0 dr do. 
0 0 


Solução: Iremos fazer os cálculos naturalmente, integrando primeiro em relação a r e depois 
em relação a 0, nesta última, faremos a mudança u = cos0. 


1/4 ncos6 n/4 EOSO 
3r?sen0dr do = seno r? do 
o Jo 0 0 


n/4 
| cos? Oseng do 
0 


Fazendo u = cosô tem-se du = —senô dô e 


1/4 ncos60 
Já 3 r2seng dr do 
0 0 


Il 
| 
— 
= 
a 
E 
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5» Escreva a integral dupla nas duas ordens de integração e use a mais conveniente para 
calcular a integral . Esboce a região de integração. 


) 
o [ls 


dA, R:triângulo limitado por y =x,y=2xex=2; 
y 





Solução: O desenho a seguir representa a região de integração: 





Note que, 


202x 
[= dA = Ih = dydx 
RX2+)? E 
21 412 
do E sda = [ | E y dray + [ [ SD dxdy. 
RXº+Y 0Jy/2 Xº +) 2)y/2Xº +) 
Fazendo u = x? + y? tem-se du = 2 y du e 
2 02x 2x 
du 
Dl ave ca) Sa 
odz Xº +) 
1 2x | é 2x 
= ao Inçu)] et In? +?) dx 
o! 0 x 2 0 x 
1? 
= 5 E In(5x2) — In(2x2) dx 
2 Jo 
fa ps ue E 
= >hnlD =>In[D 
bo bo 
3 
= In/-|. 
6) 


(b) If -2ye“ dA, R:região limitada pory=4-x?ey=4-x; 
R 








Solução: O desenho a seguir representa a região de integração: 
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Os pontos de interseção são determinados fazendo-se 
4-x2 =4-x>x-x=0>x-(1-)=0>x=00ux= 1. 


Portanto os pontos de interseção são (0, 4) e (1,3). Dessa forma, 


14x? 
E —2ye* aa= [ [ —-2ye! dydx, 
R 0JV4-x 
40 N4-y 
o —Dye* aa= [[ —2ye" dxdy. 
R 3J4-y 


Vamos calcular agora a integral dupla, 


1pn4-x? Ê 1 e apt? 
LM -2ye! dydx = | e (—» E )dx 


[ es (=(4 =x) qd x?) dx 
0 


-8xe* +9x2e* —- xte* | dx 
0 


1 1 1 
-| Bxetdr + [ ear | x*edx. 
0 0 0 


Vamos agora, usar a técnica da integração por partes para cada uma das integrais acima: 


E 1 
-| 8xeldx = 8xe* 
0 0 
1 
| oxeras 
0 


1 
=-8, 
0 








1 
— a 8e“dx = -8e + 8e* 
0 


i 1 
— IN I8xe' dx 
0 do 


1 
= ve - | I8xe! dx 
0 


9x7e* 











1 
= 9 — [18xe , -[ 18e"dx) 
O do 
1 
= De+18e* 
0 
= 9 — 18 
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1 
1 
-(1te* -|, sócias) 
0 dg 
1 
— -e+ |, 4xºe* dx 
0 
i 1 
M -| 12xe* dx 
o do 
i 1 
-| 2ave'dx) 
0 do 


1 
= Be- 12e+ [ 24xe! dx 
0 


ú 1 
— 24e“ dx 
=), tes) 


= Vet Me-Dte 


1 
-| xte*dx 
0 


= ce+r4xe 








= -e+4e- [12x 





= —De+ [pane 


1 
0 





24 —9e 


Portanto, 


1,4-x2 
no -2ye! dydx = -8+9e- 18+24-9e = —2 
oJ4 


ii 


(c) ni xdA, R: setor circular limitado por y = V25 - x2,3x +4y =0e y =0. 
R 


Solução: A região de integração é dada por: 


região 
Sia 





25 


15 | 


05 + 








-0.5 





-4 (N25-x2 0 p-3x/4 
[fixas [ E rdydr+ [ x dy dx 
R -5 Jo -4 Jo 
30 -4y/3 
x dA ai x dx dy. 
R 0J)-/25-y2 
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Calculando, tem-se: 





30 -4y/3 3 ma y/S 
o xdxdy = Hi — dy 
0J-/25-y? 0 2 -/25-y2 

li Gs 5 

=>-| —y-(25-y)d 
2), 9) (25 —- y) dy 
fee fo injos 3 

= > E, ==[=>.y'=9 
Gi [5 5) ay (5? sh) 
os, 

= "(1-3)=-25. 
5 1-3) 


(d) O (x +y)dA, R: semicírculo limitado por y= V4-x2e y =0. 
R 


Solução: O desenho a seguir representa a região de integração: 


E (x + y) dA 
R 
E (x + y) dA 
R 
Dessa forma, 


2 V4-x? 
li IN (x + y) dydx 
2. 40 





2 nV4-x2 
[ | ER 
-2 40 


2 VER 
dxdy. 
D+ dear 


3 2 VA 
Ê [+] 
=) ” 0 


dx 
2 2 
[ [iVa= a +2- Sar 


2 





DD 


2 2 
IR xv4 — x2dx + [ 2. dx - de 
-2 = 


GN 


Fazendo u = 4 — x2, du = —2x tem-se 


2 
l xV4 —- x2dx = 0. 
= 
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Assim, 
2, V4-x2 x2 
dl á (x + y) dydx = [2x- =) 
=» 0 6 


Faça o que se pede: 





(a) Use coordenadas polares para calcular a integral [ IE (1º +y)dA, R:a região anular 
R 
localizada entre os círculos x? +y? = 1ex? +y2=5; 


Solução: A região de integração é a seguinte: 











assim, 
27 NS 
[ E (2 +y)dA = E ú |(r cos 6)? + (rseng)?] r drde 
R o Ji 
21 (NS 2x r4 5 2x 
E ai Pardo = [ —| d9=60] =127. 
o Ji o 0 
(b) Use coordenadas polares para calcular o volume do sólido limitado acima por z = 16 — x? — y? 


e abaixo por x2 +)? < 4; 


Solução: o volume do sólido é dado por: 


27 n2 
pa Gl 16-x2-y2 dA = E | N/16 — (r cos 0)2 — (rsen6)2 r drdo 
R o Jo 


27 n2 
E rv16-r2 drdo. 
0 0 


Fazendo u = 16 — r2, du = -2r dr tem-se 


| 2x n 16 1 2x 16 
= 5) ), wPdudo = [ vê? do 
2% Jo 3 Jo 12 


2x 
= SIG = vi [ do = E Io -123) 
0 


- E 164 — 2443) = Ee —-343). 
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lpxpxy 
(c) Calcule a integral tripla iterada | á | x dz dy dx; 
oJo Jo 


Solução: Integrando primeiro em relação a z, depois y e por último em relação a x obtemos: 


lpxpxy 
E x dz dy dx 
0J0J0 


II II 
Re fi E fá 
PR 
Io & 

E “ 

So MN 





1.4 
= — dx 
) o 2 
ê gia 1 
— 10h 10 





(d) Usando integral tripla, calcule o volume do elipsóide 


42 +4y2 +72 = 16. 


Solução: Observe que 


424442 =16>72=44-02-y)5>-204-2-y<7<24-2-y2, 


Como temos simetria podemos considerar 


2 V4-x2 2N/4-x2-y?2 
V=8 IN | E dz dy dx. 
0 0 0 


2 V4-x2 2 4-x2-y? 
pass 8 [ Il (2 ) dy dx 
0 0 
de AE 
E 16 [ | N4- x? — y2dy dx 
0 0 
2 
y 
= 8 | [9/4-22=32+(4- jaresen ) 
0 V4 — x2)ho 


E 8 [ (0+4-5(5-0)) ar=8 [ Favas 


Logo, 


V4-x2 
dx 











Faça o que se pede: 
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(a) Usando coordenadas cilíndricas, calcule a integral tripla 


E ns do x dz dy dx; 
Ee 


Solução: Temos que a região de integração é dada por 
= yo)-D<r<)=4-= cysvi-rr ty <<. 
Em coordenadas cilíndricas tem-se 


=((1,9,0):0<r<2,0<0<2mr'<z<4). 


DD A 

| iai r? cos0 dz dr dO 
0 0Jr2 
27 n2 4 

il | r2 cos 6 z| » dr dO 
0 Jo iá 
27 n2 

| | r? cos 0(4 — r?) dr do 
2x 

Í E cos 9(4r? — 1?) dr dg 

a cos 6 [E | 
0 3 5 Ho 
2 pVíx2 p4 2x q 

[ i x dz dy dx E cosa 5 - 5) dê 
2) Via Jay 0 Ss 


26 2n 
15 


Portanto, temos 


E IE Si x dz dy dx 
EEE 


do 





= 26 2x 
cos 0d6 = Ts sen(o)l, 


= 0. 


(b) Usando coordenadas esféricas, calcule o volume do sólido limitado acima pela esfera x? + y? + 


2 = 4y,2>0, 


z = 9 abaixo pelo cone z 
Solução: O centro da esfera dada e o vértice do cone é o ponto (0, 0,0), fazendo 


= psená cos6 


p senó send 
p cos À 
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teremos a equação da esfera dada por, 


v+y 7 =0 
(p seng cos 0? + (p seng seng)? + (p cos +)? =0 
ne sen?y + om cos? 4=9 
RS 
Logo, O < p < 3. Da intersecção entre a esfera e o cone tem-se 


2 É É 


Z=9-72>57=->7=—, 2>0. 


2 


NINO 


3 2 
Mas z = pcos 4, e logo, 3 cos d = ni o que implica cos d = E e tem-se d = o Portanto, 


E=((00,9):;0<0<30<0<250<6< E 

27 E 3 
N E já p>seng dp dy do 

0 o Jo 

27 a 3 

p 

send — 

E 


27 E 
9 A E senó dá dé 
0 0 


ESTA 


Assim, 


ss 
IH 


5 
dó do 
0 





E] 
Il 
No 
LS, 
| 
Q 
Õ 
n 
AS 
e 





II 
No) 
pas 
[o 
| 
SiS 
eia, 
Ss 
y 
SM 
D 


II 
NO 
SJ 

LO, 

9 

I 
S 

Pere 


EM Calcule a integral iterada: 


4 12 
(a) / (6x? — 2x)dydx. 
1 0 


Solução: Temos que, 
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do 4 Ê 
E já (6x? — 2x)dydx = J (6x? — 2d) dx 
1 0 1 0 


Note que, 
2 2 
| (6x? — 2x)dy = (6x2y — 2x9) = 12x -4x 
0 0 
Logo, 
4 4 
[ (12x? — 4x)dx = (4x) — 21)] =442-242-2=222 
1 1 
Portanto, 


ANO 
IN e (6x2 — 2x)dydx = 222 
1 Jo 
Ai 
o) [ | xyn/x? + y2dydx. 
o Jo 


Solução: Temos que, 


ad 1 1 
Do 2 = dduao 
xy e svayde= [x] [o é + viay] da 
kJ e FI 


Como, E : 
ds (UE y?)? => (+ y))2.2y =3yx2+7 
oy o 
E x +y2dy = 5 [x +) | =- [Vo +13 -*| 
0 3 o 3 
Segue que, 
1 l 1 1 I 1 
|, xi(G2+13 =x |dx= 5), xa/(x2 + 1)2dx — 5), xºdx 
3 0 3 0 3 0 
Como 


ô 5 
ue e o +1)22x= 5/0241) 


1 1 
a fot + Dias = 5 |562+ À =5[2-)=5 [8201]. (1) 
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Por outro lado, 


fr ae Ber di 
—— = =—— 2 
e o 5 


Portanto, de (1) e (2) teremos 
Ego 42 2 20N2=1) 
xyx2 +ydydx=>>—"—=>DD>—. 
| | 15 is ls 


515 Calcule a integral dupla: 
(a) Il yÍdA onde D é a região triangular com vértices (0,2), (1,1) e (3,2). 
D 


Solução: A região de integração é dada pela figura abaixo: 











Iremos dividir em duas regiões de integral, calcular a integral dupla das mesmas e somá-las. 


72 1 2 
Ai E / ydydx a J vás] dx 
0 2-x 0 2-x 


Calculando a integral interna obtemos, 


Assim, segue que 


2 472 4 
so [DP O 16-Q-0 
E rs E), 4 


Isso implica que, 
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49 


1 





SiS De e Re a 
[> a-;[q6-e-s Jdx = 


o S 
[16x qm) | 


1 
4 a 


Por outro lado, temos que 


3 p 3 2» 
Às = E [. y'dydx = A IE ; y'dy 
Res 1 ae 


2 





Segue que 





Teremos então, que 


x 4 5932 
E lo] ax=i [- É 34 ol = 2 (251) 4 
: 4 a ã Go id 5 “10 
1 


Portanto, 








49 49 149 
3 
ASA o epees micro 
| fpxa LP so" To 20 


(b) E o x cos ydA onde D é limitada por y = 0,y = x2, x =1. 
D 
Solução: Perceba que a região de integral que queremos é 


D=(0<x<LO<y<x) 
Assim, teremos que 


1 x? 1 sa 
V il x cos ydA = il | x cos ydydx = | 1 x cos ydy 
D o Jo 0 0 


Resolvendo a integral interna, obteremos 


dx 





x? x2 x2 
E x cos ydy = q cos ydy = x[semy = ysenx? 
0 0 0 





So 


Segue que 





1 1 
1 t I-cosl 
NE da À sen(u)du = [OS]! - 1ocos1 
0 2 Jo 2 do õ 


Portanto, 


1 a 
1-— 1 
| )xcosvaa=[ [ ond ns = E, 
D o Jo 2 


ESA Calcule a integral dada, colocando-a em coordenadas polares: 
(a) [ ii x2ydA, onde D é a metade superior do disco com centro na origem e raio 5. 
D 


Solução: Lembremos que, em coordenadas polares temos 


Ps. 
o(r,9)| 





x=rcos6 : y=rsend ; | 


Assim, segue que 


[fxa-[[ (r cos 0)2rsengrdrdo, 
D D,.g 


onde 


Da=0<r=s50=0=r) 


Segue, então, que 


x 5 x 5 
E [ x? ydA = ii / rº cos? 9sengdrdo = / J, rº cos? Gsenddr dg 
D o Jo 0 0 


Resolvendo a integral interna, teremos 


5 5 572 
E) rº cos” 9senBdr = cos” gseng E rtdr = cos” BsenQ 5| = 625 cos? Bsenf 
0 0 0 


Daí, 





| 625 cos? Bsengdo = cas | cos? gsenddo = 625 "3 
0 


SS, 1250 
0 0 
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Portanto, 


1250 
Na x?ydA = oi rº cos” BsenBdrdo = —— 
D D,o 3 


(b) l sen(x2 + y?)dA, onde R é a região do primeiro quadrante entre os círculos com centro 
R 


na origem e raios 1 e 3. 


Solução: Usando coordenadas polares teremos 


| Jena [ | rsen(r?)drdo, 
R Rrg 


onde 


Ro=(1<r<30<6< 


E 


Assim, teremos que 


3 :[ç 
ú rsenr2drdo = Hi Ti rsenrêdr | Falo) 
0 1 0 1 


Calculando a integral interna, obteremos 


3 9 9 

1 1 — cos9 

IN rsenr2dr = 5), sen(u)du = [- cos u| = seit 
I o 1 õ 


Segue que 


RO cost =eos8 (“ap E edicao 





da 
RR) 


iteradas como o que segue 


1 n2y 3 (3-y 
| tona [ Iê fix s)dxdy + 1 f(x, y)dxdy 
D 0 0 1 0 


Esboce a região D e expresse a integral dupla como uma integral iterada com ordem de integração 


No cálculo de uma integral dupla sobre uma região D, obtivemos uma soma de integrais 


contrária. 


Solução: A região de integração é dada por: 
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Portanto, invertendo a ordem de integração, obteremos 


Ea 3-x 
|, E Fo 


EI Calcule a integral iterada, convertendo-a antes para coordenadas polares: 


3 V9-x?2 
(a) sen(x? + y')dydyx. 
-3 Jo 


Solução: A região de integração é: 


D=(-3<x<3;0<y<v9-x?) 
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Assim, fazendo a mudança para coordenadas polares, obteremos 


x E x É 
E rsen(r2)drdo = E J rsen(r? jar do 
o Jo 0 0 


Resolvendo a integral interna, teremos 


: 1 Ee rol 
| rsen(r?)dr = [5 cos(r) = (1 —- cos9) 


Segue que: 


mM 


o) 1 mx 
E 24 — cos9)d6 = ho — cos 9) [9] = mu — cos 9) 


0 
ND 
(b) Ti (x + y)dxdy. 
0 dy 


Solução: Temos que a região de integração é dada por 


bersa2-ydsyal) 


143 








Logo, usando coordenadas polares, teremos que 


z 2 a RAE 
| il (r cos 0 + rsenô)rdrdo = / | (r cos 6 + rsen0)rdr 
o Jo 0 0 


Calculando a integral interna obteremos 


do 





= — (cos 6 + send) 


3742 
E 


v2 r 
| (r cos 6 + rsen0)rdr = (cos 6 + senô) [5 
0 


Portanto, 


3242 242 7 242 
o 22 os 9 + senô)do = 2u2 [send — cos o] ne 242 
o 3 3 0 é 
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(68= a D [od] 


AN) TO [06 





Tópicos aBordados nos exercícios. 


* Máximos e Mínimos de uma função de duas várias variá- 
veis; 


* Teorema do Valor Extremo e o Teste da Segunda Derivada; 


Cálculo de Volume por Integração Múltipla; 


e Massa, Centro de Massa e Momento de Inércia; 





Conteúdos essenciais para resolução dos 
exercícios. 


e Derivadas Parciais; 
* Cálculo de integrais duplas e triplas: Teorema de Fubinni; 


* Inversão da Ordem de Integração. 
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—= Métodos e Aplicações 





Nos exercícios abaixo, utilizamos a regra da cadeia para 
calcular derivadas parciais de funções compostas. 


Exercícios 6.2, 6.8, 6.9, 6.10, 6.11 





Nas seguintes questões buscamos determinar máximos e 


mínimos locais através do Teste da Segunda Derivada. 


Exercícios 6.14, 6.15, 6.16, 6.18 





Nas questões abaixo, verificamos a existência de máximos e 


mínimos absolutos utilizando o Teorema do Valor Extremo. 


Exercício 6.19 


Utiliza-se o Teorema de Fubinni para calcular as integrais 
que determinam o volume de um sólido. 


Exercícios 6.4, 6.20, 6.21, 6.22 





Nos exercícios que se seguem, usa-se o Teorema de Fubinni 
no cálculo de integrais que determinam massa, centro de 


massa e momento de inércia de regiões e sólidos. 


Exercícios 6.23, 6.25, 6.26 


Nas questões abaixo utilizamos a mudança de variáveis para 
coordenadas polares no cálculo do volume de um sólido. 


Exercício 6.24 
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EEE Enunciado dos Exercioi OS 


0000 


0000 


17) O trabalho realizado por uma força constante F, quando o 


seu ponto de aplicação de move ao longo do vetor PQ, é dado por 


. a e 
W = pri | PQ II, 


com Poco Fa projeção de F sobre PQ. 


Calcule o trabalho realizado para deslocarmos um carro por 50 
metros aplicando-se uma força de 25 N num cabo que faz um 
ângulo de 20º com a direção horizontal. 


Faça o que se pede: 


(a) Um cilindro anular tem um raio interno R e um raio externo 
r (veja figura). Seja o momento de inércia dado por 1 = 
SR + r?) com m a massa. Os dois raios crescem à taxa de 
2 centímetros por segundo. Calcule a taxa na qual 1 varia 


no instante que os raios são 6 e 8, respectivamente. 





(b 


Ne 


A voltagem V em um circuito elétrico decresce lentamente à 
medida que a pilha se descarrega. A resistência R aumenta 
lentamente com o aumento de calor no resistor. Use a 
lei de Ohm, V = T.R, para calcular como a corrente 7 


está variando no momento que R = 4000, T = 0,084, 
R 

am =-0,01 V/se ar = 0,03 Os. 

dt dt 
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RR ce Uma equipe de oceonógrafos está mapeando o fundo do 


oceano para ajudar no resgate de um navio afundado. Usando um 


sonar, eles desenvolveram o modelo 


D(x,y) = 250 +32 + 50 sen (2) 
com D(x, y) a profundidade e x e y as distâncias em quilômetro. 


(a) Qual a profundidade do navio se ele está localizado nas 


1 
coordenadas x = 1e y = 2º 


(b) Determine o declive do fundo do oceano na direção positiva 
de x a partir da posição do navio; 


(c) Determine o declive do fundo do oceano na direção positiva 
de y a partir da posição do navio; 


00.0 Usando integral dupla, calcule o volume do sólido limitado 
pelas equações dadas: 


lap)z= 173 2=0vy= xex= |no ociante: 


(b) x +72 =1, ya +22 = 1 no 1º octante. 


RAE Usando a diferencial do volume, calcule a quantidade de 
material necessária para construir um tambor cilíndrico fechado 
de 2 m de raio, 5 m de altura e 1 cm de espessura. 

Rea A lei dos gases para uma massa fixa m de um gás ideal à 


temperatura absoluta T, pressão P e volume V é PV = mRT, onde 
R é a constante do gás. Para um dado gás, ao serem coletados 
os dados de pressão e volume, admite-se uma margem de erro 
de 2,3% para a pressão e 4,2% para o volume. Assim, qual o 


percentual máximo de erro para a temperatura? 
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0000 


0000 


000 


0000 


Se rotacionarmos uma circunferência em torno de um eixo 
que não intersecta a mesma, obtemos uma figura espacial chamada 
toro. Assim, sejam R a distância do centro da circunferência ao 
eixo e r o raio da circunferência. O volume delimitado por tal 
superfície é dado por V = 27? Rr?. Se uma indústria automotiva 
deseja fabricar uma câmara de ar que, quando inflada, possui o 
formato de um toro com dimensões R = 30 cm er = 10 cm, qual 
a quantidade aproximada de borracha necessária, se a espessura 


da mesma for 2 mm? 


Em um intante de tempo to o volume de um paralelepípedo 
é de V = 2880 cm” e a taxa de variação do volume é de 792 cm? /s. 
Qual a taxa de variação da altura se neste instante o comprimento 
c ea largura | variam às respectivas taxas de 1 cm/s e 2 cm/s, 
c(to) = 24cme I(to) = 8cm? 


A temperatura em um ponto (x, y) é T(x, y), medida em 
graus Celsius. Um inseto rasteja, de modo que sua posição após 
t segundos é dada por x = VI +t, v=2as 3» onde x e y 
são medidos em centímetros. A função da temperatura satisfaz 
T(2,3) =4€e7,(2,3) = 3. Quão rápido a temperatura aumenta 
no caminho do inseto depois de três segundos? 


Em física, uma onda é uma perturbação oscilante de al- 
guma grandeza física no espaço e periódica no tempo. A oscilação 
espacial é caracterizada pelo comprimento de onda e a periodi- 
cidade do tempo que é medida pela freqiiência da onda, que é o 
inverso de seu período. Estas duas grandezas estão relacionadas 
pela velocidade de propagação da mesma. 

Dentro do estudo da física, inúmeros problemas aparecem com 
duas ou mais variáveis independentes, sendo que um dos modelos 
matemáticos para o estudo e resolução desses problemas envolve 
equações diferenciais parciais. Um exemplo disso é o problema 
da corda vibrante com extremidades fixas que consiste na equação 


diferencial parcial dada por: 


ô? õ? 
= = o a constante. (16) 
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As primeiras tentativas para o estudo do movimento real da corda 
foram feitas por, Brook Taylor em 1713, mas a solução geral do 
problema foi obtida por d'Alembert (1747), Euler (1748) e Daniel 
Bernoulli (1753). 

Assim, verifique que qualquer função da forma 


z=f(x+at)+g(x — at) 


é uma solução da equação de onda dada pela equação 16 


Se x cresce à razão de 2 polegadas por segundo quando 
passa pelo valor x = 3 polegadas, com que velocidade deve variar 
y quando y = 1 polegada afim de que a função 2xy? — 3x?y 


permaneça constante? 


Nas proximidades de uma bóia, a profundidade de um 
lago em um ponto com coordenadas (x, y) é z = 200 + 0, 02x? — 
0,001 e, onde x, y e z são medidos em metros. Um pescador que 
está em um pequeno barco parte do ponto (80, 60) em direção 
à bóia, que está localizada no ponto (0,0). A água sob o barco 
está ficando mais profunda ou mais rasa quando ele começa a se 


mover? Explique. 


Suponha que em uma certa região do espaço o potencial 
elétrico V seja dado por V (x, y,2) = 5x2 -3xy + xyz. 


(a) Determine a taxa de panção do eta em P(3,4,5) na 
direção do vetor v = E j — Ts 


(b) Em que direção V varia mais rapidamente em P? 


(c) Qual a taxa máxima de variação em P? 


Estude com relação a máximos e mínimos locais a função: 
ly = e 3xy + He — 6x +27. 


Ss com relação a máximos e mínimos locais a função: 


1 
ty + +xyx>0€ey>0. 
by 
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Para produzir determinando produto cuja quantidade é 
determinada por z, uma empresa utiliza dois fatores de produção 
(insumos) cujas quantidades serão indicadas por x e y. Os preços 
unitários dos fatores de produção são, respectivamente, 2 e 1. 
O produto será oferecido ao mercado consumidor a um preço 
unitário igual a 5. A função de produção da empresa é dada 
por z = 900 — x? — y? + 32x + 41y. Determine a produção que 
maximiza o lucro. 


Duas partículas P; e P, deslocam-se no espaço com velo- 
cidades constantes V] =(1,1,0) ev = (0, 1,1), respectivamente. 
No instante t = 0 a P, encontra-se na posição (1, 1,3). Sabe-se 
que a trajetória descrita por P> passa pelo ponto (1, 1,0). Qual 
deverá ser a posição de P, no instante t = O para que a distância 


mínima entre elas seja a menor possível? 


Determinada empresa produz dois produtos cujas quanti- 
dades são indicadas por x e y. Tais produtos são oferecidos ao 
mercado consumidor a preços unitários pi e p2, respectivamente, 
que dependem de x e y conforme equações: pj; = 120 -2x e 
p2 = 200 — y. O custo total da empresa para produzir e vender 
quantidades x e y dos produtos é dado por C = x? +y? +2xy. 
Admitindo que toda produção da empresa seja absorvida pelo 


mercado, determine a produção que maximiza o lucro. 


Estude a função dada com relação a máximo e mínimo no 
conjunto dado. 


(a) f(x,y) = 3x — y no conjunto A de todos (x, y) tais que 
x>20y>20y-x<3x+y<4e3x+y<6. 


(b) f(x y)=3x-yemA= f(x,y) E R2Z|x2+y2 <1). 


Determine o volume do sólido que se encontra abaixo do 


plano 3x + 2y + z = 12 e acima do retângulo 


R=((6y,0)0<x<1l,-2<y<3). 
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Encontre o volume do sólido delimitado pela superfície 

nx 

z=xsec?yepelos planosz=0,x=0x=2,y=0€ey= Fá 
Determine o volume do sólido dado 


(a) Abaixo do parabolóide z = x? = y? e acima da região 
delimitada pory =x? ey =)? 


(b) Limitado pelo cilindro x2+y? = 1 e pelos planos y = z,x = 
0, z = O no primeiro octante. 


Determine a massa e o centro de massa da lâmina que 


ocupa a região 
D=lixylleraslavsa) 
e tem função densidade p(x, y) = ky?. 


Utilize coordenadas polares para determinar o volume do 
sólido dado 


(a) Acima do cone z = /x2 + y2 e abaixo da esfera x? + y? + 
2 
=D 


(b) Dentro tanto do cilindro x? + y? = 4 quanto do elipsóide 
4x2 +4y2 +72 = 64. 


Encontre o centro de massa de uma lâmina em forma de 
um triângulo retângulo isósceles, com os lados iguais tendo com- 
primento a, se a densidade em qualquer ponto for proporcional 
ao quadrado da distância do vértice oposto à hipotenusa. 


Encontre os momentos de inércia em relação aos eixos 
1,1, e o momento de inércia em relação a origem I para a 


lâmina do exercício. 
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Po 


SugaestO es 


Note que 


= F =IjFIlcosg 
so = cos 6. 


Use a regra da cadeia para encontrar a 
taxa de variação. 


A direção de maior taxa de variação 
será dada por VD(xo, yo) e o valor máximo 
desta taxa será é dado por ||V D(xo, yo)||. 


E] Esboce as superfícies e/ou região de 
integração. 


E] Utilize a fórmula do volume do cilindro 
e diferencie o volume em relação a altura e 


ao raio. 


6.6 | Diferencie a temperatura em relação à 


pressão e ao volume. 


Utilize a diferencial de volume em re- 
lação ao raio maior e ao raio menor. 


[SE] Utilze a regra da cadeia para encontrar 
a diferencial do volume. 


HED Utilize a regra da cadeia para encontrar 
a taxa de variação. 


Use a regra da cadeia para encontrar 
as derivadas de segunda ordem. 


Utilize a regra da cadeia. 


Use a fórmula do cálculo da derivada 
direcional. 


Use a fórmula da derivada direcional, 


o vetor gradiente e sua norma. 
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Utilize o teste da segunda derivada. 
Utilize o teste da segunda derivada. 


O lucro é a receita menos o custo de 
produção. 


Após encontrar P(1) e P(2), utilize o 
quadrado da distância entre pontos para en- 
contrar a função que devemos derivar. 


A função lucro é dada pela receita 


menos o custo. 
Utilize o teorema do valor extremo. 


As dimensões do retângulo nos forne- 
cem os limites de integração. 


Observe que devemos integrar a fun- 
ção z(x, y) nos intervalos de integração da- 
dos. 


Esboce a região limitada pelas super- 
fícies para obter os limites de integração e o 
sólido a ser integrado. 


Use as fórmulas do cálculo de massa 
e do centro de massa. 


Esboce a região limitada pelas super- 
fícies para obter os limites de integração e o 
sólido a ser integrado. 

Utilize o teorema de Pitágoras para 
encontrar a função densidade. 


Utilize a fórmula. 


[E Respostas 


trabalho realizado por uma força constante F, quando o seu ponto de aplicação de move 


ao longo do vetor PQ, é dado por 


. sá sé 
W = pre | PQ II, 


com pra Fa projeção de F sobre PQ. 


Calcule o trabalho realizado para deslocarmos um carro por 50 metros aplicando-se uma força 
de 25 N num cabo que faz um ângulo de 20º com a direção horizontal. 


Solução: 








Note que 
F = 25 cos(20º)i + 25sen(20)j e PQ = 50i 


dessa forma, 
> s 
Jia: = 25 cos(20º) e I|PQI| = 50, 


portanto o trabalho foi 
W = 1250 cos(20º) J 


Faça o que se pede: 


(a) Um cilindro anular tem um raio interno R e um raio externo r (veja figura). Seja o momento de 
Ra a m E ; as , 
inércia dado por 1 = —(R? +12) com m a massa. Os dois raios crescem à taxa de 2 centímetros 


por segundo. Calcule a taxa na qual 1 varia no instante que os raios são 6 e 8, respectivamente. 
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di 
Solução: Temos que 7 = I(R,r) com 1! = SR + r?). Vamos calcular a taxa de variação E 
aplicando a regra da cadeia: 


dl 91 dR N ol dr E dI póR E dr 
= srta no or INI aU 
dt OR dt dr dt dt dt dt 
Como a variação dos raios é igual a 2 no instante em que os raios são 6 e 8 segue que 


I di 
=m8:2+m-6:25 É =28menê)s. 


(b) A voltagem V em um circuito elétrico decresce lentamente à medida que a pilha se descarrega. 
A resistência R aumenta lentamente com o aumento de calor no resistor. Use a lei de Ohm, 


V = I.R, para calcular como a corrente 7 está variando no momento que R = 4000, 17 = 0,084, 
R 
EE a = 0,01 Vise SÉ = 0,03 04. 


Solução: Da lei de Ohm temos 


ends. 
R 


Assim, aplicando a regra da cadeia obtemos a seguinte taxa de variação de 1: 


dl O dV dl dR dl 1 dV V) dR 
—>2D.—4+4—— 5 — =— +|-— |. —. 
dt OV dt OR dt dt R dt R2) dt 

R 
Vamos determinar e no instante em que R = 4000, 1 = 0,084, e =-0,01 V/se a = 0,03 
O/s. Logo, 
di 0, 008 di 


ss > =-3,1x10%A/s. 
de = 0 (0.01) og tb 3 





5) Uma equipe de oceonógrafos está mapeando o fundo do oceano para ajudar no resgate de 


um navio afundado. Usando um sonar, eles desenvolveram o modelo 
Dia) = 2504 0524 505en (=) 


com D(x, y) a profundidade e x e y as distâncias em quilômetro. 


1 
(a) Qual a profundidade do navio se ele está localizado nas coordenadas x = 1 e y = 2" 


Solução: Como a profundidade é dada pela função D, logo 


1 | 
p(i 5) =250+3.12+50- sen (5) = D (1 5) =253+25v 
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(b) Determine o declive do fundo do oceano na direção positiva de x a partir da posição do navio; 


Solução: Queremos determinar a derivada direcional de D na direção do vetor u = i no ponto 
(1, 3). para isto, determinemos inicialmente o gradiente de D em q 3). Como 


MD Eco quo (=) 


daí 





1 
vo (1.5) =6i+ a 


Portanto o declive na direção positiva de x é dado por 


9D [| 1 1 
lei ND 
o (15) = 7D[15)-u 


o | 25V2m 


2 ao 


(c) Determine o declive do fundo do oceano na direção positiva de y a partir da posição do navio; 


Solução: Queremos determinar a derivada direcional de D na direção do vetor u = j no ponto 
(1, 3). para isto, determinemos inicialmente o gradiente de D em (1, 3). No item anterior já 


determinamos o VD ft 3). Portanto o declive na direção positiva de y é dado por 








1 
uo(1.3) = vo(i1) a 
E [5 E] (0,1) 
2 
o 252x 
o 2 


(d) Determine a direção de maior taxa de variação de profundidade a partir da posição do navio. 
Encontre o valor da taxa máxima. 


Solução: A direção da maior taxa de variação a partir do ponto (o 3) é dada pelo vetor 
VD (1, 3) que é 





2 


enquanto que o valor da taxa máxima é dado pela norma do gradiente, assim 


] 6257? 
VD|[1,>]| = 
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1 2542 
vo (1.5) Si e, 





64] Usando integral dupla, calcule o volume do sólido limitado pelas equações dadas: 
(a) z= xy, 2=0,y=xex = Ino 1º octante; 


Solução: Notemos inicialmente que a região de integração é a seguinte: 


Dessa forma volume desejado será 


v=[ [xa 
R 


1x 1 y? 
Pei xy dydx = | [5] 
0 0 2 


0 

1-8 4 
X X 
pe 
[5-5 


(b) x2 +27 =1, e +22 = 1 no 1º octante. 





1 
0 





Solução: Nesta questão, em especial, faremos uso de algumas figuras para que a compreensão seja 
maior. As equações dadas descrevem dois semicilindros centrado nos eixos y e x, respectivamente, 
como mostra a figura a seguir, com z > 0. 





7 


como a questão exige no 1º octante, teremos a seguinte figura e sua vista superior, respectivamente 





podemos observar que esses cilindros se intersectam no plano que contém o eixo z e a bissetriz do 
plano Oxy, pois 


W+z7 = y +72 5x) = y > x =, pois trata-se do primeiro octante 


dessa forma, fica fácil identificar que a região de integração será o quadrado a seguir, dividido pela 


bissetriz 





assim, o volume será dado por 
nho cida + ff co dA 
Ri R, 


ci é o semicilindro y? + 22 = 1 (eixo central x) e Ry é a região triangular abaixo deste. 


onde 


c> é o semicilindro x? + z? = 1 (eixo central y) e R, é a região triangular abaixo deste. 


1ny lpx 
oi 1 - y2dxdy + a V1 — x2dydx 
00 040 
1 y 1 E 
| [/1-52) dy+ | (> 1-4) 
0 0 0 0 
1 1 
Il yN/1 — y2dy + K xv1 — x2dx. 
0 0 


= 
Il 


dx 
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Fazendou = 1-y2,du=-2ydy, w=1-x2, dw = -2x dx tem-se 


O di jo 
VAR |, a duts | w!2 dw 
2 Jo 2 do 


ae + >W b=5: 


55) Usando a diferencial do volume, calcule a quantidade de material necessária para construir 
um tambor cilíndrico fechado de 2 m de raio, 5 m de altura e 1 cm de espessura. 


Solução: Escrevendo o volume V em função do raio r e da altura h do tambor, temos: 
Vír.h) =m0ºh. 


A quantidade de material necessária será igual à diferencial do volume dV no ponto (2,5), dada por 


óv 
or 


onde os acréscimos dr e dh são iguais a 1 cm = 0,01 m. Temos, 


oV 
dV = (2 5)dr + a E 5)dh, 


ts h) =2xrh 
or 


oV 2 
aa =D 


Portanto, 


dV 


oV oV 
a Ddr E an 5)dh 


| | 

= sus ane a ea 
o É “Too 
247 


100 


Logo, a quantidade de material necessária é 0, 247 mº. 





0 Alei dos gases para uma massa fixa m de um gás ideal à temperatura absoluta T, pressão 
Pe volume V é PV = mRT, onde R é a constante do gás. Para um dado gás, ao serem coletados os 
dados de pressão e volume, admite-se uma margem de erro de 2,3% para a pressão e 4,2% para o 


volume. Assim, qual o percentual máximo de erro para a temperatura? 


Solução: Escrevendo a temperatura T em função de P e V, temos 


PV 
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O erro máximo cometido na temperatura é dado pelo diferencial total dT, quando se tem erros 
dP = 0,023P na pressão e dV = 0,042V no volume. Temos, 


mv 
OP mR 
e 
oT = P 
OV mR' 
Portanto, 
oT oT 
T = —dP+ — 
d ap“ + av dV 
V P 
E 23P + — - (0,042V 
E 0,023 É 0, 
— 0,065 2”. 
mR 
= 0,0657 


Logo, o erro percentual máximo cometido na temperatura é de 6,5%. 


Se rotacionarmos uma circunferência em torno de um eixo que não intersecta a mesma, 
obteremos uma figura espacial chamada toro. Assim, sejam R a distância do centro da circunferência 
ao eixo e r o raio da circunferência. O volume de tal superfície é dado por V = 27?Rr?. Se em 
uma indústria automotiva deseja fabricar uma câmara de ar que, quando inflada, possui o formato 
de um toro com dimensões R = 30 cm e r = 10 cm, qual a quantidade de borracha necessária se a 


espessura da mesma for 2 mm? 


Solução: A quantidade de borracha necessária será obtida de forma aproximada fazendo o raio 
r sofrer um acréscimo dr de 0,2 cm, o que acarretará uma variação dV no volume. Observe que a 
distância do centro da circunferência ao eixo permanece constante. Logo, dR = 0. Como 

oV oV 
dV = RO «dr + 38!” R)- dR, 
então 
GV = O 30) :0,2 + o 30) -0 = a, 30) - 0,2. 
Or OR or 


Temos 
O (e) = 42 Rr > 22 (10,30) = 472. 30:10 = 120042. 
or or 
Portanto, a quantidade de borracha necessária é 
dV = 12007 - 0,2 = 2407? cm'. 


E xa Em um intante de tempo to o volume de um paralelepípedo é de V = 2880 cm? e a taxa de 


variação do volume é de 792 cm” /s. Qual a taxa de variação da altura se neste instante o comprimento 


c ea largura / variam às respectivas taxas de —1 cm/s e 2 cm/s, c(to) = 24cm e l(to) =8cm? 
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Solução: Como volume do paralelepípedo é dado por V(t) = (c- 1. h)(t), no instante to, temos 


Víto) 2880 


Po 15 
na DARIA Rar 


h(to) = 


Pela regra da cadeia, a taxa de variação do volume com relação ao tempo é dada por 


dv OV de OV dl V dh 
dt dc dt Ol dt Oh dt 
dc dl dh 


| pao ane rap joia 
Doe 


Portanto, no instante t = to, temos 


h 
192 =8-15-(-1)+24-15-2424-8. 5 


o que implica 
dh 792 + 120 —- 720 


es = 
dt 24.8 Dra 





55) A temperatura em um ponto (x, y) é T(x, y), medida em graus Celsius. Um inseto rasteja, 





de modo que sua posição após t segundos é dada por x = Vl +t,y =2+ at, onde x e y são medidos 
em centímetros. A função da temperatura satisfaz T;(2,3) = 4e 7,(2,3) = 3. Quão rápido a 
temperatura aumenta no caminho do inseto depois de três segundos? 


1 
Solução: Note que T(x,y) = T(x(t), y(t)) =T [vi +1,2+ 5! e o que queremos é a derivada 


de T em relação a t no instante t = 3. Para isso, usaremos a regra da cadeia que é dada por 


dT  dTdx (dTdy 
dt dxd ' dp dt 


Temos que 


dx 1 . dy 1 





o a a 
Assim, para t = 3 obteremos: 


l l 
DE 


dT 
Cred 
p= Cs 


Portanto, a razão de variação da temperatura ao longo do caminho do inseto aos três segundo é 
DRC ls. 
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5/1) Em física, uma onda é uma pertubação oscilante de alguma grandeza física no espaço e 





periódica no tempo. A oscilação espacial é caracterizada pelo comprimento de onda e a periodicidade 
do tempo que é medida pela frequência da onda, que é o inverso de seu período. Estas duas grandezas 
estão relacionadas pela velocidade de propagação da mesma. 

Dentro do estudo da física, inúmeros problemas aparecem com duas ou mais variáveis independentes, 
sendo que um dos modelos matemáticos para o estudo e resolução desses problemas envolve equações 
diferenciais parciais. Um exemplo disso é o problema da corda vibrante com extremidades fixas que 
consiste na equação diferencial parcial dada por: 


õ2 9? 
E = ER a constante. (17) 


As primeiras tentativas para o estudo do movimento real da corda foram feitas por, Brook Taylor 
em 1713, mas a solução geral do problema foi obtida por d'Alembert (1747), Euler (1748) e Daniel 
Bernoulli (1753). 

Assim, verifique que qualquer função da forma 


z=f(x+at)+g(x-— at) 


é uma solução da equação de onda dada pela equação (17). 


Solução: Iremos verificar que z = f(x + at) + g(x — at) satisfaz a equação 


027 =» 027 


22 =da or a constante. 


Considereu =x +atev=x-—at. Assim, 


z(u,v) = f(u)+g(v), comu=ulx,t)ev=v(x,t). 


Usando a regra da cadeia teremos 


o 
v 


Ot Odu dt Ov dt Ou 


Derivando novamente obteremos 
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dz ide e o qu 
e CC E ao 


92 f du ' 092g Ov 


* Ca dt mo ôt 
Der 02g 
= 2 D 


Por outro lado, de forma análoga, teremos 


02z o o2f 02g 


E paca 19 
0x? e * gp o 


Multiplicanto a equação (19) por a2, segue a igualdade dada por (17). 


A título de curiosidade, o gráfico de uma solução da equação da onda é: 


Sulução pus Diferenças Finitas 





Se x cresce à razão de 2 polegadas por segundo quando passa pelo valor x = 3 polega- 


das, com que velocidade deve variar y quando y = 1 polegada afim de que a função 2xy? — 3x?y 
permaneça constante? 


Solução: Seja f(x,y) = 2xy? — 3x?y. Queremos encontrar a variação da velocidade de y para 
ç J 


d d 
que a função f permaneça constante, ou seja, qual o valor de E tal que af seja zero. Temos que 
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of of , 


=Oy Gm EE dpy- Br 
E y xy 2 Ru 
Da regra da cadeia obtemos 
of 
dy — dxdx 21) 6xy 
dt dfdt  4xy-3x2 
õy 


4.12 -12.13 32 
43.1-332 15 


32, 
Portanto, a variação de y no ponto (3, 1) para que a função permaneça constante é “15 polegadas 
por segundo. 


É Da 


[5147 Nas proximidades de uma bóia, a profundidade de um lago em um ponto com coordenadas 
(x,y) é z = 200 + 0,02x? — 0,001yº, onde x, y e z são medidos em metros. Um pescador que está 





em um pequeno barco parte do ponto (80, 60) em direção à bóia, que está localizada no ponto (0, 0). 
A água sob o barco está ficando mais profunda ou mais rasa quando ele começa a se mover? Explique. 


Solução: Temos que o pescador está situado no ponto A = (80, 60) e está indo em direção à bóia 


que está no ponto B = (0,0). Logo, teremos que o vetor AB é dado por 


— 


AB=B-A=(0,0)- (80,60) =(-80,-60) 


Queremos calcular a derivada direcional no ponto (80, 60) com a direção de à o qual é o versor 


—s 
de AB (pois o mesmo não é unitário). Desta forma, teremos 


5 AB (-80, —60) (-80, 60) E E E =| 
WS SJsErgrgrlç aces 
AB) (-80)2+(-602 10000 100” 100 Sa 


Por outro lado, temos que 


9 9 
= Q0dn> (06) =00480=42 
Ox Ox 


E y) -0,003y? > ºz (90, 60) = —0,003.60? = —10,8 
dy y 
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Como a função z = 200 +00, 02x? — 0,001 e é diferenciável, então 


Diz = Vz(80,60). U 
Õz Oz —4 —3 
= [50 60), 33 80 c0)) , (5. 5) 


dltecá 
Ee 
(+ 2] 
128 324 19,6 
E E EO a 
so ç 


Como a derivada direcional é positiva, então a água sob o barco está ficando mais profunda 











quando ele começa a se mover. 


7) Suponha que em uma certa região do espaço o potencial elétrico V seja dado por 
Vir yz)= Sc 3xy + XyZ. 

555 

(a) Determine a taxa de variação do potencial em P(3,4,5) na direção do vetor v = i + j — k. 


Solução: Note que, queremos a derivada direcional no ponto P(3, 4,5) e na direção do versor 
dev, Calculemos o versor de v. 


20. QL) [22] 
PM JPreren Ava va val 


Por outro lado, 
oV oV 
— (1,72) = 10x-3y+yz> —(3,4,5)= 10.3 -3.4+4.5 = 38 
Ox Ox 
Gude >, z) = = Te NT ad 4, 5) = —3.3 E 3.5 = 6 
9y dy 


oV oV 
(147) = = 0,45)=34=1. 
Oz Õz 


Como a função V(x,y, 2) = 5x? — 3xy + xyz é diferenciável, então 


DV = VV(34,5).u 


1 —1 
= (38,6,12). [Ea e =] 
— 38+6-12 32 

3 3 
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Bam” 
Portanto, a taxa de variação é E 


(b) Em que direção V varia mais rapidamente em P? 


Solução: A direção que V varia mais rapidamente em P é a direção do vetor gradiente o qual 
é (38,6, 12). 


(c) Qual a taxa máxima de variação em P? 


Solução: A taxa máxima da variação em P é dada pela norma do vetor gradiente no ponto 


dado. Assim, teremos 


IVV(3,4,5)]| = ||(28,6, 12)]| = 38? + 62 + 122 = V1624 = 24406. 





Estude com relação a máximos e mínimos locais a função: 


fwry)=x+3xy+4y -6x+27. 


Solução: Primeiramente, acharemos os pontos críticos da função para obtermos os candidatos a 
ponto máximo ou mínimo local. Assim teremos que 


a = 2x+3y-6=0 
Ox 
Õ 
of = 3x+8y+2=0. 
ôy 


Assim, teremos o seguinte sistema 


—18 —22 


Il 
| 
ES 


3x+8y+2 


2x +3y-6 
0 6x + 16y 


0 EO 
à | eo 
Substituindo na primeira equação teremos 


—22 54 
2 =—-5.|— = A 
x (SP) és 05 x 7 


54 —22 
Portanto o candidato a ser ponto de máximo ou mínimo local é (5. 2), Calculemos agora 


as segundas derivadas parciais de f 
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df ea o feat o OR ea O 
0x2 DC" dy o" ôxdy - dyôx 








Pelo teste da segunda derivada obteremos 


54 =D) 
D|I>=,— |=28-32=7, 
[5 2) 8-3 


oo 


a 
Portanto [5 =| é um ponto de mínimo local. 





= Estude com relação a máximos e mínimos locais a função: 


lo sd 
fOy)=5+-+txypx>0ey>0. 
q 


Solução: Encontremos pontos críticos da função. 


of = 
— = — +7=0 
Ox Fe 
Õ | 
of = 5 +x=0. 
y je 
Logo, teremos que 
—2 
a +) =0 
X K 1 
ns 
ai a 
7 =) 
y 


Substituindo na primeira equação teremos 


—2 
1+7)=0>-27º+y=0>y(-27"+1)=0. 


yó 


Como y > 0, então -2yº — 1 = 0. Portanto, 


ER - 


1 
E adim 
E 

4 


167 


1 
Assim, o candidato a ser ponto de máximo ou mínimo local é [a b) Calculemos agora as 


segundas derivadas de f. 


02 Ff 
ax2 0º 3) 


02 Ff 

dy3 e) 
Der 
Ox0y 











6 (a 6 
=> Val l= 
a = 4 2) “056 
) edi ê 
Ls v4,.4]-|)=248 
a al 2 
Ene 

* 0yôx 


Pelo teste da segunda derivada obteremos 


a 
(a ) = 





É LE o 
2Y8-1=120]/—-1=5 
4256 32 


1 
Portanto, o ponto [a 6) é de mínimo local. 





“5515 Para produzir determinando produto cuja quantidade é determinada por z, uma empresa 


utiliza dois fatores de produção (insumos) cujas quantidades serão indicadas por x e y. Os pre- 
ços unitários dos fatores de produção são, respectivamente, 2 e 1. O produto será oferecido ao 
mercado consumidor a um preço unitário igual a 5. A função de produção da empresa é dada por 
z=900-x? — y? + 32x + 41y. Determine a produção que maximiza o lucro. 


Solução: Sabe-se que o lucro é a receita menos o custo de produção, ou seja, o lucro é dado por 


L=52-(2x+y)=4500-5x? —-5y2 + 160x + 205y — 2x — y = 4500 - 5x? — 5y? + 158x + 204). 


Assim, queremos o ponto de máximo local da função L. Para isso, devemos ter os pontos críticos 


de f. Logo, 


oL 
Ox 


oL 


=10x + 158=0 


-10y + 204 = 0. 
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O que implica em 


—10x + 158 


Il 
o 


> x=15,8;y=20,4 
-107+204 = 0 


Verifiquemos que agora o ponto (15,8; 20,4) é de máximo local. De fato, calculando as segundas 
derivadas de L obteremos 


OL? ne ne L2 
— =-10 ai =-10 : saio SOS jar ; 
0x? dy? dx0y dyôx 


Pelo teste da segunda derivada segue que 


D(15, 8:20,4) = (-10).(-10) — 0º = 100. 


Portanto, (15,8;20,4) é o ponto que maximiza o lucro. No entanto, queremos a produção que 
maximiza o mesmo. Daí, substituindo o ponto em z teremos 


z = 900 - (15,8)? — (20,4)? + 32.15,8 + 41.20,4 = 1576,2 


Duas partículas P, e P, deslocam-se no espaço com velocidades constantes Y =(1,1,0) 
e rs = (0,1,1), respectivamente. No instante t = O a P, encontra-se na posição (1, 1,3). Sabe-se 
que a trajetória descrita por P, passa pelo ponto (1, 1,0). Qual deverá ser a posição de P, no instante 
t = O para que a distância mínima entre elas seja a menor possível? 


mo E — A - Z 
Solução: Note que, como as velocidades vj e v são constantes então teremos que P;(t) será da 
forma 


P(g)=(t+at+bc) :a,bceR. 


Como P;(0) = (1,1,3), logo 


P(O =(abo)=(,,3)>a=1l;b=1;c=3. 


Assim, 


P(D)=(t+1,1+1,3). 
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De forma análoga, teremos que 


Bt (Coto TO) mam R, 


Como P»(t) passa por (1, 1,0), então 


Po(t) = (x0,! + yo! + z9) = (1,1,0). 


Segue que 


Logo obtemos xo = le yo = 1 + zo. Assim 
Pib= (cel raotrao) 
Calculando o quadrado da distância entre P,(t) e P>(t) obteremos 
D(t)=+1-12+(G+1-+-1-02+G-t-02=2+6+(t+20-37 
Derivando D(t) para obter o mínimo e igualando a O teremos 
0=D()=U+2Mt+z0-3) 


de onde 





Logo o quadrado da distância mínima entre a curva Pi(t) e Po(t) é 


3-20 mo no dao E w-3Y 2 
nto) = D( z E 3 EE z np 3 + 2% 














Então a distância entre as retas é míma quando h'(zo) = 0, ou seja 
O = h'(z9) = (20—3) +220 
de onde zo = 1. Então 


Pr(0) = (1,2,1). 


7/1) Determinada empresa produz dois produtos cujas quantidades são indicadas por x e y. 
Tais produtos são oferecidos ao mercado consumidor a preços unitários pj e p2, respectivamente, 
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que dependem de x e y conforme equações: p; = 120-2x e pp = 200 — y. O custo total da empresa 
para produzir e vender quantidades x e y dos produtos é dado por C = x? +y? +2xy. Admitindo que 


toda produção da empresa seja absorvida pelo mercado, determine a produção que maximiza o lucro. 


Solução: A função Lucro (L) é dada pela receita menos o custo. Logo, teremos que 


L(x,y) = xp; +yp2—€ 
204 = 2 200y — y e e — 2xy 
-3x* —2y? — 2xy + 200y + 120%. 


Encontremos o ponto de máximo da função lucro. Assim, teremos que 


L oL 
ecoa êo + — =-4y-2x+200 
Ox dy 


Segue que 


Il 
O 
o 


E 0 (ão ERR 


-4y —-2x+200 = 0 2y+x = 100 


Substituindo na primeira equação, obteremos 


3(100-2))+y=60>300-6y+7=605y=485x=4 


Portanto, o candidato a ponto de máximo local é (4, 48). Verifiquemos que (4, 48) é o ponto de 


máximo local. Com efeito, calculando as segundas derivadas parciais teremos 


geo RR dr e, 92L 





dx " 0y2 " 0x0y o dyôx 





Daí, 


D(4,48) = (-6)(-4) = (-2)? = 20. 


Portanto, pelo teste da segunda derivada, (4, 48) é ponto de máximo local. Logo, x = 4e y = 48 


são os valores da produção que maximiza o lucro. 


15.1) Estude a função dada com relação a máximo e mínimo no conjunto dado. 


17 


(a) f(x,y) = 3x — y no conjunto 4 de todos (x,y) tais que x >0,y>0,y-x<3x+y<4e 
3x+y <6. 


Solução: Note que f(x,y) = 3x — y é contínua e o conjunto 4 = ((x,y) ERZ;x > 0,y > 
0,y-x<3x+y <4,3x+y < 6) é compacto, logo f assume valor máximo e mínimo. 
Como f não admite ponto crítico, os pontos de máximos e mínimos são atingidos na fronteira 
de A. Como a fronteira de A é formada por segmentos de reta, e a função f é linear, os pontos 
de máximo e mínimo estarão nos pontos 






3r+y=6 


[7 
2 


4= (0318 ( | C=(3,D=(2,0,E= (0.0). 


Segue que, 


f(0,3) = -3 
E o 

+55) E 
(13) = 0 
e 
f(0,0) = O 


Logo, o ponto de máximo de f é (2,0) e o ponto de mínimo de f é (0,3). 
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(b) f(xy)=3x-yemA=((x,y)cRZ|x2+y<1). 


Solução: Temos que f é contínua e A é compacto, e como f não admite ponto crítico, os 
pontos de máximos e mínimos são atingidos na fronteira de 4. Os valores na fronteira de A 
são fornecidos pela função 

F(t) = f(cost,sent) = 3cost — sen t 


Assim, os pontos críticos de F são 


cos t 
F'(t)=-3sent-cost=0>sent=-——. 


Daí, teremos que 











2 Rr 5 sCOsM 2 o “10 
sent = > |-cos t= > cos t=— 5 cost=+ > sent=F— 
10 10 
Como x = cost e y = sen t, segue que 
3v10 10 
3Vi0 vi) qm 
10 10 
3v10 v10 
300 VD) am 
10 * 10 
Assim 3v10 IO é ponto de máximo e 3v10 vio é ponto de mínimo 
"o 10) SP O 
57) Determine o volume do sólido que se encontra abaixo do plano 3x + 2y + z = 12.e acima 





do retângulo 


R=((,y0)0<x<1l,-2<y<3). 


Solução: Observemos primeiro que o sólido está abaixo do plano z = 12 — 3x — 2y e acima do 
retângulo R = [0, 1,0] x [-2,3,0]. Portanto, 


1473 1 3 
v=[ [q2-3»-2»a4= [ [qaz-a aa f / (12 — 3x — 2y)dy | dx 
R piano 0 -2 
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Resolvendo a integral interna teremos 


3 3 
(12- 3x -— 2y)dy = (12y - 3xy— v)) =p 2" Ma Ou dj==150 +55 
=) —2 


Segue que 


! us 
E (15x + 5s)dy = [Du + 55x] 
0 





Portanto 


1 3 
95 
v=[ [q2-3:-20da= [ [qu2-3x-2pávas= 5 
R Oo 2, 


Encontre o volume do sólido delimitado pela superfície z = x sec? y e pelos planos 





:=01=0x=2y=0ey=4. 


Solução: Temos que 


v=[ | xsectvas. 
D 


Noteque D=0<x<20<yx< q: Logo, 


sp E 
V= e x sec? ydA = IE x sec? ydxdy = Il J x sec? vas] dy. 
D o Jo 0 0 


Resolvendo a integral interna teremos 


2 Ê 2 
| x sec? ydx = sec? y [ xdx = sec? y 5| = 2 sec? ). 
0 0 2 Jo 


Assim, segue que 


q - 4 ; 4 
a 2 sec e sec y=2[t8)] Ez 
0 0 0 


Portanto, o volume do sólido é 
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RD 
4 
v= | [xsetyia= [ |) ist vaxar =? 
D 0 Jo 


Determine o volume do sólido dado: 





(a) Abaixo do parabolóide z = x? + y? e acima da região delimitada por y = x? e x = y?. 


Solução: Note que 


D=[(0<x<Lx<y<v>x) 


Logo, teremos que 


1 Pam DE 
W = o + y)dA = N E (x + ydydx = Ii / (au + dy 
D 0 x2 0 x? 


Calculando a integral interna teremos 


dx 








Portanto, o volume do sólido é 
1 Vx 6 
p= ie + y?)dA = IN IN (x? + y)dydx = — 
D 0 x2 35 
(b) Limitado pelo cilindro x? + y2 = 1 e pelos planos y = z, x = 0,z = 0 no primeiro octante. 
Solução: Temos que 


Dior bosysyIi=") 


Segue, então, que 
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dx 


1 VlI-x? 1 V1I-x?2 
v=| [ris= [ vaydr= [ | ydy 
D 0 0 0 0 


Calculando a integral interna teremos 





IR e y? dó is 
o Palap. “E 





Daí, 





1 
E. sad E (Rd 
e s=5 [4-0 E |, 3 


Portanto, o volume do sólido é dado por 


Lol I 
v=) [ra=[ | ydydx = —. 
D o Jo ê 


6.23 | Determine a massa e o centro de massa da lâmina que ocupa a região 


De=limcyilers3l<eysd) 


e tem função densidade p(x,y) = ky?. 


Solução: Lembremos que 


l 
==) |xotx dA 5==) |, vein ida : m=[ [onda 


onde m é a massa da lâmina e (x, y) o centro de massa da lâmina. Primeiramente, calculemos a 


massa da lâmina, logo 


3 4 3 4 
m = Ri p(x, y)dA =m = E IN ky dydx = K TÀ ay dx 
D fa 1 1 


Resolvendo a integral interna teremos 


4 


4 4 y 
kydy = e [ ydy =k H =21k 
1 1 31, 
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Daí, 


= 42k 


3 5 3 
E Me a NE k[21x 
1 l 1 


Calculemos agora o centro de massa da lâmina 


4 
ne na B ne 2 
= =) Jpxo: pa = e [o IR xky ardr = 5 [1 J By av] ax 


Resolvendo a integral interna obteremos 





4 4 y A 
Ho xy dy = a ydy =x E] =x 
1 1 a 


Assim, segue que 


1 Loo 1 [x27 
RE 2 = — = =2 
z), xdx |, xdx [5 |, 


Por outro lado, 


tea E 2 a Ca 
5==) |, veta pe [ straro Sn [f vaja 





Temos que 
4 474 
3 y 239 
vo-fé] 
IN 4 || 4 
Daí, 
1 [>255 255 255 85 
— — dx = — dd Dos), — 
422) 4 168 Ji 168L 11 5 


85 
Logo, o centro de massa da lâmina é [2 E e a massa é 42k. 





“54 Utilize coordenadas polares para determinar o volume do sólido dado: 


(a) Acima do cone z = x2 + y2 cabaixo daesferax? +y2 +72 =1. 
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Solução: Note que o cone z = /x2 + y? intercepta a esfera x? + y2 + 27? = 1. Assim, 


2) 
1 
Pepedcio nasal) Eds 


Portanto, 


[fica (ras); D= (1) Rita e). 


Usando as coordenadas polares obteremos: 


Sil- 


do. 


(T[" (2 =Nm)rarao = [º (Vi="2-r)rár 








H 


Resolvendo a integral interna teremos 


ár 


BE Et 
' (vi E rar =| q rº) | 


Assim, segue que 


[sti-au-s(1-=) [o]; = 5 (2-9). 


(b) Dentro tanto do cilindro x? + y? = 4 quanto do elipsóide 4x2 + 4y2 + 27? = 64. 


ita 


Solução: Perceba que o sólido é dado da região do interior do cilindro e entre as superfícies 


z=64-4(x2+y2)e—z = 64 — 4(x2 + y2). Portanto, obteremos 


mn [los — 4(x2 + y2) — [64 — 4(x2 + 2) dA = E 24/64 — 4(x2 + y2)dA, 
D D 


onde 


p=lgy)eri va 


Usando coordenadas polares teremos 
27 2; 21 2 
' Ii 2464 — 4r2rdrdo = á J 416 — Prar do 
0 Jo 0 0 
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Fazendo o cálculo da integral interna têm-se que 


õ | ne 4 
| 4 lo -Prdr=4 [5016-133 -a(-85+ 3] 
0 3 0 3 


Assim, segue que 
2x 2x 
64 64 64 
HE al-8v3+ E | do -a(-8v3+ E [º] -2T (8343) 
0 3 3 0 3 


as A . “A A 2.2 
525) Encontre o centro de massa de uma lâmina em forma de um triângulo retângulo isósceles, 
com os lados iguais tendo comprimento a, se a densidade em qualquer ponto for proporcional ao 


quadrado da distância do vértice oposto à hipotenusa. 


Solução: Lembremos que 


1 1 
==) | xounda : 3=5[ [roma m=[ [ poda 
m D m D D 


onde m é a massa da lâmina e (x, y) o centro de massa da lâmina. Considerando o triângulo 


isósceles de vértices (0, 0), (0, a), (a, 0) com (0,0) sendo o vértice oposto a hipotenusa, teremos que 


p(x, 3) = k(x2 +?) 


Assim, calculando a massa da lâmina obteremos 


E [ [ PESA j º [ nude IN | | bo? + 34 ir 
D 0 0 0 0 


Resolvendo a integral interna teremos 


5 

2 y 
xy + — 
aa 





a-x a-x o 3 
E k(x? + y)dy = ef (1º +y))dy = k fg) | 
0 0 


3 








=k a = ada + 
0 


Daí, 
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Calculemos agora o centro de massa da lâmina 


I a a-x a 4= 
x=— qo x p(x, y)dA = 5), | x(xº + y))dydx = =), [/ x(xº + Pay] dx 
m D a 0 0 a 0 0 


Resolvendo a integral interna obteremos 


ê 


a-x Eike = 
| x(xº + y))dy = |» E | =(a-xx + a 
0 0 


E 3 


Assim, segue que 


=) a nb LP OX ax aí 21 2a 
e di 3 o pos Sa 3 4 Sho 


Por outro lado, 


o I 6 a a-x 6 a El 
==) | omna-S[ [vetada 5 [ | | oe Pay] dx 
m D a 0 0 a 0 0 


Calculando a integral interna obteremos 


x 





ne Cas Ri d ae 
0 2 4 


a-x RD) 4 
» 5) V x y 

+ dy=|>— + — 

| y(º + y)dy | 2 A 


Assim, segue que 











6 o (am, a) 6 [lex ax mw (ax * 2a 
— > —>— + dx=— |[>—— ——— + — — = 
a! Jo 2 4 a! | 6 4 10 20 o 5 


2a 2a 
Portanto, o centro de massa da lâmina é (5. =) 





Encontre os momentos de inércia 1,, 1, Jo para a lâmina do exercício anterior. 


Solução: Lembremos que 


D D 
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Assim, calculemos 1, 


n= | | 2ptonda= [ K RGE ade = k [ J va? + yº)dy| dx 
D 0 0 0 0 


Calculando a integral interna obteremos 


E = (a =")? E (a Eme 


; 3 5 





a-x 302 5 
x” 
É seems [es 
0 





Logo, 





fo (a = "a E la =)" ed air ax! ' a  xé (au =)" á o Tkaf 
0 3 5 o 4 S Cê 30 lo 180 


Calculemos 1, 


=) | own [ Il 262 + dvds = k [ J EO? + dy dx 
D 0 0 0 0 


Resolvendo a integral interna teremos 


x2 3 ax 
xy + | =(a-x)x! + 
3 0 


(a — x)3x? 


| 2x? + y')dy = a 
0 





Daí, segue que 





a t+ a [E x | aix atx* | ax x6]7"  Tkaf 
a-y)x + >— |dx=k|>— > + > + | = 

do 6 
0 


Como 1 = 1, + 1,, teremos que 
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